Kotko 1.12 - teoria liczb

Teoria - czyli kilka (nie)uzytecznych rad

1.
2.

Teoria liczb dotyczy caltkowitych. Wymiernych zwykle nalezy unikac.

W co pierwszym zadanku z teorii liczb trzeba uzy¢ modulo (reszt z dzielenia). Jak sie nie wie reszt
z dzielenia przez co uzy¢, to najlepiej sprobowac po kolei 2, 3,4....

. Jak si¢ juz troche rozwali zadanie z modulo, to mozna szacowaé (uzyteczny do tego jest zwykle

fakt: jezeli a,b > 01 a dzieli b, to a < D).

. Jak sie ma rozwiaza¢ rownanie w catkowitych dodatnich (czyli znalezé wszystkie rozwiazania), to

w 60% przypadkow wszystkie rozwigzania sg ponizej 10, czyli mozna znalezé recznie wszystkie
rozwigzania.

. Zwykle niefajnie jest wykazywac, 7ze cos jest réwne 1, jeszcze niefajniej, ze co$ jest réwne 2, a

najfajniej jest wykazywac, ze co¢ jest rowne 0 - 0 jest jedyna liczba podzielna przez dowolng liczba,
jedyna liczba, ktoéra jest podzielna przez 2™ dla dowolnego n i tym podobne bajery.

. Jak sie ma pierwiastki i tym podobne §winistwa, to najlepiej upraszczac, zeby tadnie wygladato.

. Najlepiej jest jednak nie zawsze stuchaé¢ rad, ale mys$leé co sie robi i co z tego moze wyniknaé.

Mysélenie jest zwykle programem niestandardowym u informatykéw, wiec nalezy sobie doinstalowac.
Rozwiazanie wielu zadanek z danej dziedziny wybitnie zwieksza predkosc¢ i jakos¢ myslenia.

Teoria - czyli pare twierdzen

1.
2.

Twierdzenie Fermata: jezeli p jest pierwsze, to p|a? — a dla dowolnego a catkowitego.

Eee, chyba na razie wiecej nie potrzeba :)

Zadania latwe

1.

Dla jakich n istnieje taki  calkowite, ze liczba 1! 4+ 2! + - - - + n! jest réwna z2?

Rozwiazanie: Popatrzmy na reszty modulo 5. Wiemy, 7ze dla m > 5 jest n! = 0( mod 5), a
1+214+ 31+ 4! =3( mod 5), stad 1!+ 2! + -+ -+ n! = 3( mod 5), dla n > 5. Mozemy tez, patrzac
na reszty 02,12,22,32 42 z dzielenia przez 5 stwierdzié¢, ze zaden kwadrat licby calkowitej nie daje
reszty 3. Stad dla n > 5 nie istnieje takie . Recznie sprawdzamy przypadki 1,2, 3,4 i stwierdzamy,
ze x spelniajace warunki zadania istnieje tylko dla n =1 lub n = 3.

Rozwigza¢ w liczbach catkowitych réwnanie 23 — 3 = 91.
Rozwiazanie: Zauwazmy, ze 91 = 23 — y3 = (z — y)(2% + 2y + y?). Mamy wiec 8 mozliwosci:

z—y=-91Az?+azy+y?=—-1
r—y=—-13N2? +ay+y? =7
z—y=—-TAz?>+zy+y>=-13
r—y=—1Az>4+zy+1y>=-91
r—y=1Az*+oy+y* =91
r—y=TAz>+ay+y>=13
r—y=13Na?+ay+y* =7



z—y=91A2>+ay+y?=1

Zauwazmy, ze skoro 23 —y® = 91 > 0, to z —y > 0 (bo funckja f(x) = 23 jest rosnaca), co pozwala
nam wyeliminowaé 4 pierwsze przypadki. Pozostate 4 przypadki prowadza, po podstawieniu = lub
y, do 4 réwnan kwadratowych, z ktérych kazde daje rozwiazanie.

3. Dane sg liczby naturalne n, k wieksze od 1, takie, ze liczba p = 2k — 1 jest pierwsza. Rozstrzygnagé,
cay jezeli p|(3) — (3), to ?|(3) — (5)-
Rozwiazanie: Odpowiedz: tak. Mamy

(g> _(1;) C(n—k)n+k—1)  (n—k)n—k+p)

B 2 B 2
. Skoro p| (%) = (5), to p|n — k lub p|n — k + p. Ale liczby n — k i n — k + p daja takie same reszty

z dzielenia przez p, to stad wynika, ze p|n — k i pjn — k + p, wiec p?|(n — k)(n + k — 1), a skoro p

(n—k)(;+k—1) _ (n) . (k)

jest nieparzyste, wiec wzglednie pierwsze z 2, to p?| 5 5)-

4. 6 liczb pierwszych jest szeScioma kolejnymi wyrazami rosngcego ciggu arytmetycznego. Udowodnié,
ze réznica tego ciagu jest nie mniejsza od 30.
Rozwigzanie: Oznaczmy jako p pierwszy z tych 6 wyrazéw, a jako r réznice ciggu. Udowodnimy,
ze 30|r. To juz da nam teze, bowiem skoro ciag jest rosnacy, to r > 0, a najmniejsza liczba wieksza
od 0 i podzielna przez 30 jest 30, czyli » > 30.
Liczby pierwsze z zadania to p, p+ 1, p+ 2r, p+ 3r, p+ 4r, p+ 5r. Wykorzystajmy fakt z zadania
3. z kotka nt. Dirichleta:

Lemat 0.1 Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech p fAa. Wiedy zbior {0a,la,2a,---,(p — 1)a}
zawiera te same liczby co {0,1,--- ,p — 1} (ogdlniej wystarczy, ze a i p sq wzglednie pierwsze, bez
warunku, ze p jest pierwsza,).

Widzimy wiec, ze jezeli 2 fr to zbior 0,r zawiera wszystkie reszty z dzielenia przez 2, czyli ktoras
z liczb p,p + r jest parzysta. Skoro 2 jest njamniejsza iczba pierwsza, to p = 2. Ale wtedy liczba
p+2r = 2(r + 1) jest parzysta. Sprzeczno$¢. Stad wnosimy, ze 2|r. W tym ciagu nie wystepuje
wiec liczba 2, bo skoro 2|r, to wtedy wszystkie liczby w ciagu bylyby parzyste (bo réznia sie one o
wielokrotnosé r).

Analogicznie dowodzimy, ze 3|r (korzystajac z tego ze teraz najmniejsza mozliwa liczba pierwsza
jest 3) i ze 5|r. A stad 30|r.

Zadania trudniejsze z kétka mat. V LO w Krakowie

1. Rozwigzaé¢ w liczbach calkowitych dodatnich réwnanie y? = 2 + 16.
Rozwiazanie: Przeksztalémy réwnanie do postaci 2% = (y — 4)(y + 4). Zauwazmy, ze najwiekszy
wspoOlny dzielnik liczb y — 4 1 y + 4 jest tez dzielnikiem liczby (y 4+ 4) — (y — 4) = 8. Rozwazmy 2
przypadki:

(a) NWD(y—4,y+4)=1.

Lemat 0.2 Niech 2 = ab (v,a,b € Z) i niech NWD(a,b) = 1. Wtedy a = y* i b =t3 dla
pewnych y,t catkowitych.

Dowéd lematu: Rozklad na czynniki pierwsze. 2% = p‘;’“lpga"‘ - pnp3ay, gdzie p; to roézen

liczby pierwsze a a; s catkowite. Skoro a,b sa wzglednie pierwsze, to nie ma takiego p;, ze
pila i p;|b. Ale mamy ab = 2°, czyli p>®i|ab, wiec i

?

Vici<ap;®laV pi®|b

(3

3a1, 3as3 3an—1

. Stad a i b sa postaci np. a = p{*'p3™ Pt = (pPpdt - open )P i b = pga"’ coeplan =
(ps2 -+ - pm)3, czyli sa one szeScianami.

Stosujac lemat do liczb y — 4 i y + 4 dostajemy, ze y —4 = a3 iy +4 = b, stad b* =
y+4=(y—4)+8=a>+38, wicc b3 = a® + 23



Zauwazmy, ze jezeli b >3, to b3 = (b—1)2 +3b> —3b+1>(b—1)3+9—3b+1=6b+1>
(b—1)3+19 > a3+ 19 > a® + 8, wiec musi by¢ b < 3. Analogicznie szacujemy, ze musi by¢
b > —3 i recznie obliczamy przypadki —2, —1,0, 1,2, ktére daja nam rozwigzania (a,b) rowne
(=2,0) lub (0,2), co prowadzi do rozwiazan (x,y) rowne (0,—4) i (0,4).

(b) 2ly. Wtedy y = 2 (v € Z): 4y'? = 2® + 16. Widzimy, ze 2|z. Niech z = 22/, gdzie 2’ € Z:
4y'? = 82" + 16. Skracajac:
y/2 — 21,/3 4 4

"2 _

Skoro prawa strona jest parzysta, to 2|y’. Niech y' = 2y” (y” € Z). Podstawiajac: 2y
2% + 2. Stad mamy 2|2’ i 2’ = 22" (2 € Z), a po podstawieniu i skréceniu

y//2 — 4x//3 +1

. Stad widzimy, ze 2 fy”, wiec v’ = 2k+1 (k € Z): 4k?> +4k+1=4"23+1, czyli k2 +k = 23
a po zwinieciu
k(k+1) =2

. Liczby k i k 4 1 sa oczywiscie wzglednie pierwsze (jako kolejne liczby catkowite - ich NWD
dzieli rowniez k + 1 — k = 1), wiec z poprzedniego popdpunktu wiemy, ze k i k + 1 sa szescia-
nami liczb catkowitych. Ale takie pary sze$cianéw liczb catkowitych sa tylko dwie 0,11 —1,0
(szacujemy podobnie jak w réwnaniu b = a3 +8). Stad k = 0 lub k = —1, wiec y = 4 lub
y = —4, co prowadzi do rozwiazan (0,4) i (0,—4) (z wyliczamy z réwnania poczatkowego), a
po uwzglednieniu z,y > 0, do braku rozwiazan :)

2. Udowodnié, ze réwnanie a? + b?> = ¢® + 3 posiada nieskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach catko-
witych dodatnich.
Rozwiazanie: Jezeli mamy udowodnié, ze co§ posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan w Z, to
zwykle najprosciej jest skonstruowac te rozwiazania (np. w zaleznosci od parametru, zeby wyszto
nieskoriczenie duzo).
Zeby zrozumieé, jak nalezy konstruowac, dobrze jest najpierw znalez¢ troche przyktadow rozwigzan
(cho¢ czasami o wiele lepiej jest patrzeé tylko na niektore rozwiazania). Ale podstawianie a = 1,2,3
nie daje rozwiazaii. Hm, moze Yogi znowu si¢ pomylil i powinno by¢ nie ma rozwiazan"? Spro-
bujmy wziaé jakies modulo. Do kwadratéw niegtupio idzie modulo 8 - daja one reszty tylko 0,1, 4,
lub modulo 4 - reszty 0, 1.
WeZmy to réwnanie modulo 4. Lewa strona moze dawa¢ reszty 0 +0 =0,0+1=1,14+1 = 2,
a prawa 0 +3 = 3,1 + 3 = 0. Aha, wiec zeby dzialalo, to lewa i prawa daja reszte 0, wiec a,b
sa parzyste, a ¢ jest nieparzyste. To pozwala znalez¢ pierwsze rozwiazania (a, b, ¢) réwne (4,6,7) i
(6,16,17).
Co jest widoczne w tych rozwiazaniach? ¢ = b+ 1. Oczywiscie! Jezeli podstawimy b = ¢ — 1 do
réwnania, to pozbywamy sie jednego parametru, ale mamy a®+ (¢ —1)? = ¢ + 3, skad po skréceniu
dostajemy a? = 2(c+ 1). Jasne, musi by¢ 2|a, czyli a = 2k i wtedy 4k? = 2(c+ 1), wigc 2k? = c+1
i ¢ =2k? — 1. Jakiekolwiek k catkowite wezmiemy, dostaniemy rozwiazanie (2k,2k? — 2,2k? — 1).
Na wszelki wypadek sprawdzmy - (2k)? + (2k? — 2)? = 4k? + 4k* — 8k +4 = 4k* —4k* + 4 =
(4k* — 4k? + 1) + 3 = (2k* — 1)? + 3. Zgadza sie!
Najlepsze jest to, ze w rozwigzaniu wystarczy napisaé, ze dla dowolnego k € Z trojka (2k,2k? —
2,2k? —1) spelnia to réwnanie (i sprawdzic to, jak powyzej) oraz przeszacowaé, ze jezeli k > 2, to te
liczby sa dodatnie (mamy znalezé¢ rozwiazania dodatnie). Cale powyzZsze rozumowanie jest napisane
tylko pogladowo, zeby bylo wiadomo skad sie wzial wynik, ale na OMie nie potrzeba akurat tego
pisac.

3. Rozwigza¢ réwnanie (z + 1)(1 + xy) = 2° w liczbach catkowitych dodatnich z,, b.

Rozwiazanie: Jezeli w réwnaniu zamienimy x,y miejscami, to nic sie nie zmieni. Mowimy, ze
réwnanie jest symetryczne ze wzgledu na z,y. Mozemy wiec zalozy¢ x < y (jezeli jest inaczej,
to zamieniamy miejscami).

Musi by¢ « +y = 2% 1 1 + 2y = 2° dla pewnych a,b € Z, a,b,> 0. Jezeli z = 1, to musi by¢
Y= 25 — 1, wiec 2|b i rownania sa spetnione dla wszystkich b parzystych. W dalszej czesci bedziemy
zaktadaé, ze z,y > 2 (i tym samym a,b > 2). Ponadto, jezeli a = b, to z +y = 1 4+ xy, czyli
(x—1)(y— 1) =0, wiec z = 1 lub y = 1, czyli nie musimy rozwazac tego przypadku.



Zauwazmy, ze skoro 1+ xy = 2°, to 2|1 + zy, czyli 2 fxy, czyli 2 fz A2 [fy, wiec mozemy wziaé
r=2k+1,y=2l+1, gdzie k,l € Z. Podstawiajac:

2k+20+1=2"

144kl +2k+20+1=2°

Pierwsze réwnanie po podzieleniu przez 2 ma posta¢ k + [ +1 = 271, Skoro a > 2, to 2[2¢7 1,
wiec 2|k 4+ 1+ 1. To oznacza, ze dokladnie jedna sposrod liczb k,l jest parzysta. Skoro powyzsze
réwnania sa symetryczne ze wzgledu na k, [, to mozemy zalozy¢, ze 2|k i 2 Jl.
Mamy 2° = 1+ 4kl + 2k + 21 + 1 = 4kl + (2k + 21 + 2) = 4kl + 2¢, czyli 4kl = 2° — 22, wiec
kl = 2b=2 — 29=2 (pamietajmy, ze a,b > 2, wiec wciaz to jest catkowite oraz a # b, wiec jest to
niezerowe, tak naprawde dodatnie). Dalej kl = 2672 — 2972 = 2072(20=2 _ 1) czyli 29~ 2|kl, a skoro
2 fl, to

2a—2|k,
(kluczowy moment), czyli k = ¢-2°72. Ale k+1+1=2%"1 czylik <2-272 Stad ¢ =11

k=202

Stad [ = 2972 — 1 (z pierwszego réwnania) oraz [ = 2°~% — 1 (z drugiego réwnania), czyli b = 2a — 2.
Otrzymalismy wiec 2 ciagi rozwiazan: (k,l) = (272,272 — 1) oraz (pamigtajmy o symetrycznosci)
(k,1) = (272 — 1,2°72). Wracajac do oznaczeri x,y te ciagi przechodza na rozwiazania (z,y) =
(2071 — 11,2972 + 1) oraz (x,y) = (2271 + 1,271 —1).

Odpowiedz: Wszystkie rozwigzania tego rownania to:

r=1,y=2"-1b=2k
r=2"-1y=1,b=2k
r=28—1,y=2+1b=3k+1
r=2"4+1,y=2F—-1,b=3k+1
dlak € Z, k > 1 (dodatnie!).

. (Lepiej nie rusza¢, nie wiem na ile trudne) Niech p - pierwsza, taka, ze 2p + 1 rowniez pierwsza.
Rozwigza¢ w liczbach catkowitych réwnanie x? + 2y? 4+ 52 = 0. Rozwiagzanie: Kiedy indziej :)



