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Wywieszam w ramach uzupetnienia tego, co byto na kétku. Moim zdaniem to sq rozwigzania, ktdre (praw-
dopodobnie) uzyskatyby 6 pkt i sq przy tym krotkie (ale nie najkrdtsze, jakie moim zdaniem dostalyby 6 —
cze$é rzeczy mozna bytoby pomingc). Tresci, ktdre mozna pomingé i komentarze sq zaznaczone kursywag.

Uwaga: pisalem na szybko, wiec mogg by¢ bledy, zwlaszcza w 9. .. Mam nadzieje, ze ktos
sprawdzi, gdyby bylo widaé¢ co$§ podejrzanego — prosze o informacje.

ZADANIE 9

Na plaszczyznie ustawiono po jednym kamieniu w punktach (0,0),(0,1),(1,0) i (1,1). W jednym ruchu
wybieramy dowolny kamien i przestawiamy go symetrycznie wzgledem ktoregos z pozostatych kamieni.
Rozstrzygnaé, czy po skonczonej liczbie ruchéw trzy kamienie moga znalezé sie na jednej proste;j.

Rozwigzanie.

Dowiedziemy, ze nie jest mozliwe, by po pewnej liczbie ruché6w kamienie lezaly na jednej prostej.

Oznaczmy przez PP, PN, NP, NN kamienie lezace poczatkowo w punktach (0,0), (0,1),(1,0) 1 (1,1)
odpowiednio. Punktem symetrycznym do punktu (x,y) wzgledem punktu (x2,ys) jest punkt (2zo —x, 2ys —
y). Rozwazmy jeden ruch: kamien k lezacy na (z,y) odbijamy wzgledem kamienia lezacego na (z2,ys2).
Po ruchu kamieri k£ ma wspohrzedne (2x5 — x, 2y — y), wiec jego wspolrzedne sg catkowite i daja takie
same reszty z dzielenia przez 2, jak przed ruchem (bo np. 2x9 — x = 2(xo — x) + x, czyli zmieniamy
wspdtrzedne o liczbe parzystq, tak samo dla y). Wobec tego po kazdej liczbie ruchow kamienie maja
wspoélrzedne catkowite i tej samej parzystosci, co ma poczatku czyli np. PN ma wspotrzedng pierwszg
parzystq, a drugq nieparzystq.

Lemat 1. Punkty (x1,y1), (x2,y2), (3,y3) lezg na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy
(1 —22) - (y1 —y3) = (v1 —x3) - (Y1 — ¥2)-
Uwaga: tutaj potrzeba zrédta, tego tu brakuje, nie pisze, pytajcie np. Marysil!!

Pozostaje sprawdzié, ze ta rownos¢ nie jest spelniona dla zadnej trojki kamieni. Sa cztery trojki, wiec
i cztery przypadki (identyczne, warto zrozumie¢, dlaczego).
1. Kamienie PP = (x1,41), PN = (22,y2), NP = (x3,y3) leza na jednej prostej. Podstawiamy ich
wspolrzedne otrzymujac

(561 - 562) : (yl - ys) = (561 - 563) : (yl - yz)-

Wiemy, ze liczby 1, y1, 22, ys sa parzyste, a liczby ys, 3 sa nieparzyste (sprawdz z poczgtkowymi
wspdtrzednymi). Wobec tego lewa strona jest parzysta, a prawa nieparzysta.

2. Kamienie PP, PN, NN (Uwaga: zmieniona kolejnosé!). Jak wyzej, lewa strona jest parzysta, a prawa
nieparzysta.

3. Kamienie PP, NN, N P. Identycznie jak w poprzednim przypadku.

4. Kamienie PN, NP, NN. Identycznie jak w poprzednim przypadku.

ZADANIE 10
Dany jest prostopadtoscian ABCDA’B'C’'D’. Niech «, 8,~v beda katami utworzonymi przez przekatna
AC'" z krawedziami AB, AD i AA’. Udowodnié, ze

3
tga+tgB+tgy < itga-tgﬂ-tg’y.

Rozwigzanie.

Katy «, 8,7 sa ostre, wiec ich tangensy sa liczbami dodatnimi. Nieréwnos¢ z zadania mozemy wiec
podzielié stronami przez tg « - tg S - tgy otrzymujac
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Oznaczmy a := |AB|,b := |AD|,c := |AA’|, z twierdzenia Pitagorasa |BC'| = vb? +¢2, |DC'| =
va? + 2, |[AC' = vVa? 4+ b2, Z definicji tg mamy
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Podstawiajac to do lewej strony nieréwnosci 1 otrzymujemy
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Uwaga: korzystalismy tutaj trzykrotnie z nierdwno$ci v XY < #, ktora jest rownowazna, po zwinieciu,

(VX -VY)2>o0.

ZADANIE 11

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Proste zawierajace dwusieczne katéw wewnetrznych A i C' przeci-
naja sie w punkcie P, a proste zawierajace dwusieczne katow wewnetrznych B i D przecinaja sie w punkcie
Q. Dowiesé, ze jesli kat PAQ jest prosty, to rowniez kat PCQ jest prosty.

Rozwigzanie.

Lemat 2. Ustalmy proste k i | przecinajgce sie w X. Wtedy zbior punktow réwnoodlegtych od tych
prostych jest sumaq dwusiecznych kgtow utworzonych przez proste k 1.

Dowdd. Wezmy dowolny punkt Y nie lezacy na zadnej z prostych, niech Y7,Y5 oznaczaja jego rzuty
na proste k i [. Trojkaty XYY, XYY, sa prostokatne. Zauwazmy, ze jezeli |[Y1Y| = |Y2Y| to z tw.
Pitagorasa | XY1| = | XYs|, wiec XYY7, XYY5 sa przystajace (bbb), stad <Y XY; = <Y XY5. Podobnie,
jezeli <Y XY = <Y XY to trojkaty te sa praystajace (podobieristwo kkk i wspdiny bok XY ), wiec | XY7| =
| XY3|. Wobec tego punkt X lezy w rownych odleglosciach od k&, wtedy i tylko wtedy, gdy lezy na
dwusiecznej odpowiedniego kata. O

Skoro <PAQ = 90 = % -180° to <QAB = % - (180° — <BAD), wiec @ lezy na dwusiecznej kata
zewnetrznego BAD.
Oznaczmy przez d(X, k) odleglosé punktu X od prostej k.

1. Skoro @ lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego <ABC, to d(Q, AB) = d(Q, BC).

2. Skoro ) lezy na dwusiecznej kata zewnetrznego <BAD, to d(Q,AB) = d(Q, AD).

3. Skoro @ lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego <ADC to d(Q, AD) = d(Q, DC).
Lacznie

d(Q, BC) = d(Q, AB) = d(Q, AD) = d(Q, DC).

Z lematu wynika teraz, ze ) lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego BC'D lub zewnetrznego BC'D. Gdy
lezy on na dwusiecznej kata zewnetrznego to <QCP = % - («BCD + 180° — «BCD) = 90°.



Zalozmy zatem, ze @ lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego BC D, lezy on réwniez na dwusiecznych
katow wewnetrznych B i D. Analiza (tutaj bytby rysunek, sprobuj sprawdzié¢ na rysunku powyzej) mozli-
wych punktoéw przeciecia tych trzech prostych pokazuje, ze Q) musi leze¢ wewnatrz czworokata ABCD.
Ale lezy on na dwusiecznej kqgta zewnetrznego A, a ona nie przecina czworokgta ABCD poza punktem A.
Gdyby Q = A to znaczytoby, ze dwusieczna kqgta ABC' przechodzi przez A, czyli kgt ten jest zerowy. To
pokazuje sprzeczno$é, wobec tego () nie moze leze¢ na dwusiecznej kata wewnetrznego BC'D.

ZADANIE 12
Zbadaé, czy istnieje liczba catkowita wieksza od 20122912 ktérej nie mozna przedstawié w postaci z2 +
y3 + 2%, gdzie x,y i 2 sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie.

Pokazemy, ze taka liczba, istnieje. Przedstawieniem liczby S nazywamy zapis w postaci S = X2 4+Y3 +
Z5 dla pewnych liczb calkowitych dodatnich XY, Z.

Rozwazmy liczbe N bedaca szosta potega liczby K i zastanéwmy sie, jakie musza byé z grubsza
2,9, 2, zeby 22 + y> + 25 bylo liczba z przedziatu [1, N]. Skoro liczby sa dodatnie, to musi zachodzi
1<z < \/]V,l <y < /N oraz 1 < 2z < V/N. Zauwazmy dodatkowo, ze jezeli x = \/N, to 22 = N, wiec
y® + 28 <0, co zajsé nie moze. Wobec tego z < VN, czyli z < VN — 1.

Lacznie mamy wiec v/ N — 1 mozliwosci wyboru z, ¥/N mozliwosci wyboru y i ¥/N mozliwosci wyboru
z, wiec potencjalnie VN - /N - VN — /N - /N = N — N'/2 trojek z,y, 2. Z kazdej trojki otrzymamy co
najwyzej jedng liczbe, wiec co najwyzej N — N'/2 liczb z przedziatu [1, N] da sie przestawi¢ w zadanej
postaci.

Jezeli wybierzemy K dostatecznie duze (np. K > 20122012), to N'/2 > 20122012 + 1. Gdyby wszystkie
liczby wieksze od 20122012 mialy zadane przedstawienie, to w przedziale [1, N] co najwyzej N — 20122912
liczb nie miatoby przedstawienia. Ale nie ma go co najmniej N — N*/2 > N — 20122012, Sprzecznosc.



