Zadania z geometrii, ktore polecit mi Yogi do zrobienia, czyli to co kazdy lubi.

1. Jednokfadnosé —wazne, mi sie przydaje przy okregach

1. TEORIA

1.1. Definicja - Jednokladnosé o srodku O iskali o to przeksztaleenie plaszezyzny na plasz-
czveng, ktore przeksztalea punkt A na taki punkt 4’| ze OA =a-0A.

1.2. Jednokladnosé o skali rdznej od 1 ma dokladnie jeden punkt staly - srodek jednoklad-
nosci.

1.3. Jednokladunosé przeksztalea dowolna figure na figure do niej podobna.
. Srodek jednokladnoseci, punkt i jego obraz leza na jednej prostej.
. Jednokladnosé zmienia orintacje wredy i tyvlko wtedy, gdy ma njemna skale.
. Zlozenie dwdch jednokladnogei o srodkach Oy, Ogjest:

F

1
1.
1

=

e josli a - @ =1 - przesuniecicem

e jesli o - J réine od 1 - jednokladnoseia o skali o - 3 1 srodku lezacym na prostej Oy 0s
2. ZADANIA
2.1. Dany jest okrag o i dwa rézne punkty A i B nalezace do tego okregu. Znale”xé zbidr

srodkow ciezkosel wszystkich takich tréjkatow ABP, ze punkt P naleiv do tego okregu.

2.2, W trdjkacie ABC punkt D jest srodkiem cigzkosci, punkt H jest ortocentrum, a punkt
() jest srodkiem okregn opisanego na tym trojlacie. Wykazac, ze punkty D), H, O sa wspolli-
niowe i DH =2. DO

2.3. Okregi o1 1 o9 sa wpisane w kat o wierzchollku P oraz w katy wierzcholliowe o wierz-
cholku ¢. Punkt R nalezy do okregu oq. a proste PR i QR przecinaja okrag oo w eczterech
punkmc h. Wykazaé, ze dwa sposrod tych punktdw sa koneami jednej srednicy okregu og.

2.4. Punkt P nalezy do wnetrza czworokata wypuklego ABCD. Wykazaé, Ze srodki clez-
kosel trojkatow: ABP, BOP, CDP, DAP sa wierzeholkami 1|:mnolrwg,lobuku

2.5. Przystajace, rozlaczne okregi o) 1 o s styczne wewnetrznie do okregu o w punktach
odpowiednio A i B. Punkt P naleiy do ckregn o, odeinki PA 1 PB przecinaja okregi o) 1 og
odpowiednio w punktach C'i D. Wykazaé, ze AB || C'D.

2.6. Dany jest szesciokat ABCDEF. Wykazaé, ze srodki clezkosei trojkatow ABC, BC' D,
CDE, DEF, EFA, FAB sy wierzcholkami szesciokata, ktdrego przeciwlegle hoki sa rowne i
rownolegle.

2.7. Dany jest trojkat ABC. W katy prey wierzcholkach A 1 B wpisa¢ dwa przystajace
okregl styczne zewnetrznie.



2. Twierdzenie Cevy i Menelaosa — mato przydatne, ale warto wiedzie¢

1. TEORIA

1.0.Twierdzenie o dwusieczne|
AH . HD

Niech AD bedzie dwusicczna w trojkacie ABC Wiedy 55 = 55,

1.1. Twierdzenie Cevy
Nieeh punkty XN, Y, & leza odpowienio na hokach B, AC 1 AB trojkata ABC. Wiedy

Ad HMN Oy 1
HA N Ad :

proste AN, BY . OF preecinaja sie w jednvm punkeie witedy 1 tvlko wiedw gdv
1.2. Twierdzenie Menelaosa
Niech punktv 2 1Y leza odpowicdnio na bolach AC 1 BC trojkata ABC, a punkt X
na przediuzenin boku AB Weedy punkty XN, Y, 2 sa wspotliniowe witedy 1 tvlko wtedy gily

2, ZADANKA
2.1. Korzvstajac 2 twicrdzenia Covy udowodnic ze w trojkacie ostrokatovim w jednvm punk-
cie przecingaja sie: srodkowe; dwasicezne; wysokoscl

2.2, Okrag wpisanv w trojkat ABC jest stvezny do jego bokow AR, BC, O odpowicdnio
w punktach F, D, F. Udowodnie, ze proste AD, BE, CF przecinaja sie w jedovin punkeie.

2.3, Punkt P legy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC, Proste AP, BP, CF preecinaja
holki tego trojkata odpowicednio w punktach A, By, O Proste A8, 1 A 0 preecinaja prosta
przechodzaca preez A 1 rownolegla do BC odpowiednio w punktach €5 1 By, Wyvkazad, ze
Ab, = AC,.

2.4, AD jest dwusicezna w trojkacie ABC, a joj svinetralna przecina prosta B0 w punkeie

;1 O T =/ I ¥ = A
£ Wykazad, 20 = = (577

2.5, Zwivrzeholka O kata prostego trojkata ABC poprowadzono wysokos® O 1 dwusicezna
C'E. Prosta przechodzaca preez B 1 rownolegla do proste) OF przecina prosta CR ow punkeie
F.oWylazad, ze prosta £F dech odeinek AC na potowy,

2.6. Wewnatrz trojkata ABC lezy punkt P, Proste AP, BP, OF przecnaja boki trojkata
L

- - - - - " ¥ I
odpowiednio w punktach &, L, M. Wylkazac, ze % =57+ %

2.7. Dane sa trzy okregl rozlacene zewnetrznie okregl o, o0, o3 0 srodlach odpowiednio O,
(Jy, Oy Dwie sposrdd styveznveh do obu okregdw oy 1 oy preceinaja sie w punkeie Ay, lezacvin
na odeinku CaCr, Analogicznie defininjemy punlty As 1 As Udowodnic, ze proste Oy, Oa s,
1y Ay preecinaja sie wjednvm punkeie.



3. lzometria —wazne, bo obroty itp.
1. TEORIA

1.0. Definicja: [zometria (precksztaleenie izometrvezne) to takie przeksztaleenie plaszezyv-
v na te sama plaszezvene, ktore zachowuje odlegloder.

1.1. Izometria preelsztatea dowolna fipure na fignre do niej prevstajaca, mein. zachownje
katy, wspolliniowos® punkt ow oraz kolejnoseé punktow na prostej.

1.2, Wazvstkie tzometrie dzielimy na:
e przesuniecie (translacje] [Ty - trauslacja o weldtor ]

e ohriot (B9 - obrat o kat skicrowany o wold! punktu A| (szezegdloy preyvpadek to svinetria

Srodkowa (54 - svinetria Srodkowa o Srodkn w punkeie A

e svinetrie z poslizgiom - zlozenie svmetril osiowe] 1 przesuniecia o welitor rownoleghy do
osi svinetrii (szezegdlny przvpadek to svinetria osiowa S, - svmetria osiowa wegledem
prostej &)

1.3, Irometne dziclimy na parzvste 1 niepargvste. Nieparzvste zmicniaja oricntacje figur,
Wezvstlie wometrie niepargvste sa pewnvind svinetriam z poshizgiem (bvé moze zerowvm),
1.4. Zlozenie dwdch wometril jest zawsze izometria, min:

o RS o R, = R, gizie O jest takim punktem, ze ZBAC = 5 i ZOBA = 3 (jesli
o+ 4 = 3607, otrevimamy przesuniecie o pewien welitor, dla dwdceh svimerii Srodkowveh o
srodkach A, B, bedzie to preesuniceie o wektor 2084

. -Jr.n' o -Fr — -F;’.'-i-r"

o jesli k|| 1 to Sy o8 = Ty, gdzie o jest wektorem prostopadbvm do & oraz T5(1) = k.

o jesli b [ to Sypo S = /Y gdzie A = kN oraz o jest katem pomiedzy prostymi {1k



2ZADANKA

2.0, Dany jest rownolegtobol ABC D, w ktorvin AE = o1 BC =y Punkt P nalezy do
wnetrza tego rownoleglobokn 1 PA = a, PB = b PO = ¢, PD = d. Wylkazad, 2o istnicje
veworokat wyvpukly o przekatnveh diugoser @ 1y oraz bolach dingoser a, b, e, .

2.1. Punkt P naleazv do krotszego bikn A8 okregn opisancgo na trojkacie rownobocznyvin
ABC, Wylazae, oo PA+ PB = PO

2.2, Dany jest kat wypukly oo 1 punkt A w jego wnetrezn, Znaledd takie punkty B 1 (7
nalezace do rozonveh ramion tego kata, by obwod trojkata ABC byl najmnicjszv,

2.3. W coworokacie wypukbvin ABC D punkt £ jest Srodkicm bolm AD, a punlt € jost
srodliziem boln BC. Wylagad, e 20 PO = AB 4 C D wiedy 1 tvlko wtedy, gdy proste AB 100
sa rownoleghe,

2.4. Punkty P, ¢}, I naleza odpowiednio do bokdw BC, O A, AB trojkata ABC. Punlkty i,
L, M osa srodlaunt okregow opisanveh odpowiednio na trojkatach ARG, BPE, COFP. Wykazar,
o trojkaty ABC 1 WELM sa podobne.

2.5. Ceworokat ABC D jest wpisany w okrag, a punkty K, L. M, N sa odpowiednio Srod-
kot jego bokow AR, BC, CD, DAL Proste &, m, n preechodza odpowiednio preez punkty
AL ML N 1 sa prostopadle odpowiednio do prostveh 0, DA, AR, BO Wylazad, ze proste
Lol noprzecinaja sie w jedvin punlaeie.

2.6. Trojkaty rownobocene ABC 1 ALF maja taka sama oncotacje. Punkty A, L, M sa
srodiami odpowivdnio odeinkow BC, OF, EF. Wykazad, 2e NL = LM



4. Przydatne lematy, jesli znasz je na pamie¢, to sg podstawowe lematy



1. TEORIA

1.1. Abv rozwiazad zadanie, naleiyv:

- preeczviad tresé zadania

- jeszeze raz preccaviac trese zadania

- przemysled trest zadania

- przeczvial trest zadania 1 sprawdzie, czv dobrze sie rozumie
- rogwiazac zadanic

- przeczviad trest 1 sprawdzic, cev sie rozwiazalo to, co trzeba

1.2, Gy nie wiesz, co zrobic - dorvsug rownolegtobol.

1.3, Jeshnie nie widzisz na rvsunku, dorvsuj kolejna kreske.
1.4, Gdy mni nic nie widza na rvsunku - uzvj kredek ;)

2 ZADANKA

2.1. Niech o bedzie okregicmn opisanvim na trojkacie ostrokatovin ABC, zas T srodkiem
okregn wpisancgo w ten trojkat. Polprosta Af przecina okrag o ponownie w punkeie 20 W
leazad, wo B0 = 0 =[]

2.2, Niech H bedzie ortocentrom w trdjkacie ostrokatnvm ABC, zad B - jego odbiciem
wzeledem AH. Wykazad, ze H' lezv na okregn opisanvin na ABC,

2.3, Wykazad, ze w dowolnvin trojlkacie srodki bokow, spodl wvsokoser 1 srodki odeinkow
taczacveh ortocentrium z wierzehotkami trojkata leza na jedovin okregn.

2.4. Udowodnic, ze w dowolnvimn trojkacie ostrokatnvim ABC 1stnieje dokbadnie jeden punld

Piaki, w0 LZOAP = ZABP = ZBOCP.

2.5, Ceworokat ABCD jest wpisany w okrag. A, L, M, N sa srodkami okregdw wpisanveh
w o ABRC, BOD, DA DAB. Wykazad, ze W LMN jest prostokatem.

2.6. Punkt [ jest srodlkicm okregn wpisanego w trojkat ABC, Proste A 1 B przecinaja
okrag opisany na trojkacie ABC odpowiednio w punktach P21 ¢}, rdznveh od A 1 B Punkt F
Just takim punktem, ze ceworokat CPFQ jest rownoleglobokicm, Dowiese, ze jesh [ £ F, to
proste {1 TF sa prostopadte.

2.7. Punkt P naleav do woetrza trojkata rownobocznego ABC. Proste PA, PB 1 PO
przecinaja boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, £ 1 F Wykazad, e PO+ PE+ PF <
AB.

5. Potega punktu — byto to juz u nas, ale warto sobie utrwali¢ to



1. Definicja Niech E bedzie pewna prosta majaca dwa punkty wspolne z okregiem o - B i
C' przechodzacs przez punkt A (nienalezacy do okregu o). Wtedy potega punktu A wzgledem
okregn o nazywamy AB - AC.

2. Potega punktu A wzgledem okregu o jest stala niezaleznie od wyhoru prostej k. W
szezegolnoscl jest rowna AD?, gdzie D jest punktem styveznosei prostej przchodzacej przez A z
okregiem o (dla A na zewnatrz okregu).

3. Potega punktu A wzgledem okregu o jest réwna | AO? — |, gdzie O jest srodkiem okregu
o, ZA5 r - jego promieniem.

4. Wszystkie punkty majace te sama potege wzgledem pewnego okregu o leza na okregu
wspolsrodkowym 2 o,

5. Dane sa punkty A, B, C' lezace w tej wlasnie kolejnosci na prostej £ oraz prosta ! roznadd
Iz 1 lezace na niej w tej kolejnosel punkey A, D, E. Wtedy, jesli AB- AC = AD - AE to punkty
B, C, D, E leza na jednym okregu.

1.1. Niech o1, o3 beds pewnymi okregami niewspolstodkowymi. Udowodnié, ze zbidr wszyst-
kich takich punktow A. Zze potega A wzgledem o) jest réwna potedze punktu A wzgledem oy
jest prosta (taka prosta nazywamy osia potegows okregow o 1 og).

1.2. Dane sa 3 okregi parami niewspolsrodkowe: o1, 0s 1 03, Wykazaé, ze osie potegowe par
okregdw: o1 1 02, 02 1 03, 01 1 03, przecinaja sie w jednym punkeie lub sq réwnolegle.

2.1. Punkty E' i F naleza odpowiednio do bokdw AC i AB trdjkata ABC, odeinki BE i
C'F przecinaja sip w punkeie M i ME - MEB = MC - MF. Wykazac, ze AF - AB = AE .- AC.

2.2. Przekatna BD rownoleglobolin ABC'D jest dluzsza od przekatnej AC. Olrag opisany
na trojkacie ABC przecina BD w punkeie E. Wykazaé, ze okrag opisany na trojkacie AED
jest styezny do prostej AC.

2.3. Okrag o jest styczny w punkcie I do prostej k. Cieciwa AE tego okregu jest rownolegla
do prostej &, punkt ' nalezy do prostej £, a odeinki AC' i BC przecinaja okrag o w punktach
odpowiednio F i F (réznych od "A 1 B). Wykazaé, ze prosta E'F przechodzi przez srodek
odeinka C'D.

2.4. Szesciokat wypukly ABCDEF spelnia warunki: AB = BC, CD = DE, EF = FA.
Wykazac, ze proste zawierajace wysokoscl trojkatow BC'D, DEF, FAR, poprowadzone odpo-
wiednio z wierzeholkow ') E| A, przeinaja sie w jednym punkeie.

2.5. Punkty A, B, C, D leza na prostej w tej wlasnie kolejnosci. Przez punkty A i B
prowadzimy okrag oy, przez punkty C' 1 D prowadzimy okrag oy, Okregl te przecinaja sie w
punktach E' i F. Wykazaé, 7e przy ustalonyeh A, B, ¢, D, dla wszystkich par okregéw oy 1 o,
proste E'F przechodza przez pewien ustalony punkt.

6. Skrypt o srodku masy — raczej do poczytania, cho¢ dosé ciekawe



O metodach fizyeznych w geometrii
Pictr Achinger

Poniisj postaram  sie pokazad, jak smerokie zastosowania
w geometrii mogs misd pojecia Znane zapewns wiskszmoded
Crytelnikfw =z lekaji dynamiki. Sa to fmdek masy oraz
moment  bermudadnodes. Ogranicze =sie jednak do  geometrii
phaskiaj, i to gliwnie geometrii trdjlata.

Srodek masy. Dls ugeiknis, whfadem badziemy nazywsli
zhidr par (my, Fi) ("mas punktowych” ), gdzie Fy jest puntem
plaszczyeEny, my zad jego “masy” (dla ¢ = 1,2 ... n). Aby
nie wrbudzié kontrowersji, pocsathowo preyjmijmy, e “masy™
takie 85 liczbami reeczywistymi dodatnimi (potem jednak po-
zhadziemy sk tego zhednego ograniczenia).

Jak wiadomo, drodkiem masy danego ukladu nazywamy taki
punkt 3, 2=

my OF 4y O+ ... +my - O

m1 ez ..

e

gdzie & jest poczatkiem ukbadu wepdiirzednych. Warto przy-
toczyé (bez dowodu, chof wezysthie =3 jednolinijkows) kilka
apdlnia znanych faktds dotyezacyeh srodka masy:

1. HNie zalazy on od wyboru ukladu wepdélrzednych.

2. JeieliAd, B, O =3 masami punktowymi, a masa punktowa
Z legy w frodku masy ukladu {4, B} i ma wartodé riwna
sumis mas A i B, to frodek masy ukladu {4, B,C} jest
drodkiem masy ukladu {2, C}, legy wige na odeinku ZC.

3. Btosunek, w jakim frodek masy ukladu dwdéeh dodatnich
mas punktewych umisszezonych w punktach A i B dziali
odeinek AR, jest réwny stoaunkowi tych mas.

Jak wiadomo, jegeli w wisrscholkach trdjlata ABC umisdeimy
réwne masy, to srodek masy takiego ukladu bedzie drodkism
cigikodei tego trdjkata. Mozemy sastanowid sie, jakie masy
ma, mE, mo umieseid w wierzchofkach, aby drodek masy
otrzymanege  ukladu byl innym  punktem szozegdlnym
trdjlata, np. drodkiem okregn wpisanego (rys.1). Skoro drodek
ckragun wpkansge P legty na odeinku OF, to (korzystamy
z faktu 2.} punkt £ musi byd drodkiem cigkodel dla mas
w A i B, zatem (fakt 3.} —E%— = Tmn—;, leez (z twisrdzenia
o dwusiecznaj ) % = % wystarezy zstem wziad my = a,
mpg =h, mo =e

Chege atrzymad np. ortocentrum lub srodeak okregu opisanego,
musimy zastanowié sie nad preypadkiem, gdy ktdrys z nich lezy
poga trdjkatem — manipulujac niswjamnymi masami mozamy
otrzymad tylko punkey = wwypuklenia zhioru {4, B, C}, cay-
li z tréjkata A BC. Przyjmijmy zatem, s masy sa dowalnymi
liczbami reeczywistymi (wladeiwsza analogia wydaje sie teraz

pojecie fadunku elsktrycznego). Powyisze stwierdzenia pozo-
staja w moey, jedli zaznaczymy, 20 frodek masy nie istniaje,
gdy masa ukliadu jest rdwna 0. Ortocentrum tréjkata mogemy
otrzymad, umisszezajacw A, B, © masy ctg Fotgy, obg a otg -y,
otg o obg #, dla frodks okregu opisanego zad masy beds rdwne
sin 2o, sin 2#, 8in 2y (sprawdzenie tych prawidlowodel nie po-
winno nastreczyC Czytalnikowi zhyt wisls kiopotu).

Rysunak 1.

Preejdimy zatem do zadan.

Zapanie 1 (Tw. Cevy). Punkty X, ¥, £ lkda na bokach B,
A, AR trdjkata A BC. Wykazad, ge proste AX, BY, OF maja
punkt wapdlny wtedy i tylko wtedy, gdy

OX AV

Hezwigramie. 17 Faldtmy, #a prosta e preecinais sk w opunkole P
Umlsdémy w punkeach 4, B, O masy odpowladnic my = BZ . OX,
mpg = AL CX, mgp = BX . A%, wiwmas (kozymajac = fok
5. punkty £ 1 X bgds frodkaml mas dla par 4,5 | B, C, zatem
frodak masy cakego wklade bgdele letal sardwno na proswa) OF,
jak 1 AX, bgdeia o zawm punke P Z fakto 30 wiemy wakia, sa
%F = Eé; = ﬁ . % skad wynlks wxa.

2% Tulbtmy, 2a -ﬁ% . g.-:‘{- . E-F = 1. Okrailmy masy w wlsrzchodkach
ok poprzadnio. Wiwmmas punkt X bgdzle drodkiem mesy dla B )
&, zatem drodek masy calego wkladoe bgdzie lotal na cdcoinkoe AX,
analogiznle na 8Y 1 CF, wige odoinkl e maja punkt wspaloy.

Zapawmie 2 (Tw. Van Aveera). Przy zalogeniach z po-
preadnisgs zadania, wykazad, e jedli Ermt,e- AX, BY, OF
AY | AT

preecins ja sie w punkeis P, to i{i =¥

oz wigramic. Niach masy my, mg, mo bgdg ckredlone ek, aby punkt
s - ¥ om z m

P byt drcdkiam masy. Wowozas 4 = —, 25 = EE- punke X zad

jast frodkiom mas w B | O, motemy zatem (fake 2U) umledcld w nlm

masg My = Mg + Mo | uznad punkt P za drodek mas w A 1 X, zaem

(fake 2. -ﬁg- = Eﬁ- = E:% skad wynlks weza.

Zapawie 3. Miech H bedzie ortccentrum trdjlkata ABC
wpisanego w okrag o frodku w O, Wykazad, #e pola pewnych
dwich z trzech trdjkatéw OH A, OHB, OHO sumuja sig do
pola trosciego.

Foz wigramie. Wisla Czyalnikdéw znn zapewns fakt naswgpujacy: punkey
O H orm frodak clgtkodcl M trdjkira letg na jedna) prosce) |[mw.
proste) Ewlera). Oblarmmy uklad wspélmednych, w krérym od OX
Jjast prosts Eulers, niech punkey A, B, C majs w nim wepdlmgdna



[Za.¥al, (TR, ¥E), (. ). Trélkey CHA, OHEBE, OHC mala
wapdlng podscaws OH, nalety wige wykszof, o wysokafcl opumozona
na OH dwich © nich sumujg slg do wysokodcl tmaclego, wysokodcl ta
zaf 5y réwna [y, (el [vol. Omywiicls 0 = yyy = PATERHSC (g
daflnicil srodks masy dla mas réwnych 1, csyli frodka clgekodcl), skad
wynika taza.

Moment bezwladnosci. Momentem beruwlodnoded danego
ukladu wzgladem punktu X nazywanmy liczbs

_ 2

gdzie vy = |XF|. Fizyoy uiywaja tej wislkedei do charakte-
rystyki ruchu cbrotowago bryl sztywnyeh (wéweozas punkt X
uwaiamy za punkt przebicia plaszezyzny prostopadia do niej
osig obrotu), ma on jednak takis zastosowanie w geomstrii,
gidwnie driski bardzo mosnemu twisrdzenin, znanemu jako

TwierpzEME STEMERA. Jeiali dany uklad ma niezerows ma-
s (eayli posisda drodek masy), to dla dowolnege punkin X
zachodzi réwnodd

Iy =Ig+Md,

gdzie & - frodek masy, M - masa ukiadu, d = [SX].

Doswdd. Wazmy uklad wepdlresednych, w ktérym & = (0,0}
oraz X = {d,0). Wiwozas

Ix =3 my (e —d? +37) =3 malad +9f)-

—2dZm;rg+a‘EZ1m = I + 04 Md=,
5 m

gy 0 = po = 52 r::-' implikuje % mix; = 0.
Werosek. Jedli masa ukiadu jest dodatnis, moment bezwlad-
noaci jest najmnisjszy wzgledam frodka masy tego ukladu.

Céf, mobaczmy, jak sig ma to do rozwiszywanis zadan.

Zapante 4. W trdjkacie ABC znaledd taki punke X, aby
suma AX? 4 BXZ 4 X2 byka najmnisjsza.

Rorungrande. Umiesfmy masy 1 w wilsrecholkach oréjlegin. Wowenns
TOTPALTYWANA Suma jost momantam beewladnoécl wkladu wzglgdam
X, zarem |est najmnla)sa, gdy X jast drodklam masy, vl drodkiam
clgtkoscl trijkata ABC.

Zapante 5 Punkt P legy na ckregu opisanym na tréjkacis
réwnobocznym A BC. Wykazaé, 2o suma AFP?  BP? 4 OF2
nie zalgy od wyboru punkiu P.

Rorungrande. Umlesémy ponownka mesy 1w wierschotkach orss
mnuzmy fTodak okrggu preez O, Jego promlen zmas prm K.
Hezparrywana suma jast momantem bewladnodécl uklndu wezglidam

P, zatam (& ow. Steinara) Jest réwna AO? L B0 L 002 L3 PO% = 6RE

Zapawme . Punkt P leiy na okrggn wpisanym w o trdjlkat
ABC, Wykazaé, 7o suma AP?REC 4 BPRAC + CFP2AR nie
zaledy od wyboru punkiu P

Rerwigramic. Umleéfmy masy réwna [BC, (CA4), |AB| w wisrzcholkach
A, B, © orm ognacemy drodek okrggy wplsapago pmas §. Suma
APIDT L BFRAC 4 OF%AD Jast momentam baw badnodci uklado
wiglgdem P, Srodek masy navomiast lsgy (oo jut wdelo nem skg
udowadnlE) w punkele I, keSrago odlaghaés ad P jast staba.

Matody te swtosujs sie nie tylke do gecmetrii, eo ilustruje
ponizszy preyhiad:

Zapawme 5 MNa kazdym polu szachosnicy 2000 = 2000 legy
kamyk. Ruch polega na preesunisciu dwdeh kamykdw legzgoych
na polach cddalonych o 2 (w jedne] kolumnis lub rzedzie)
na pole pomigdzy nimi (na jednym polu moze leged dowolna
liczba kamieni).

17 Czy moina tak wybrad kolejnodé ruchdw, aby wezystkis
kamyki znalazly sie na jednym polu?

2% Cgy w te gre moina grad w nieskonezonoss?

Herwigramie. 17 Nle, gdvt ruch zachowuje drodek mesy wmwvstkich
kamianl (zakladamy, 2a 55 one |ednakowo cigtkie), kuary lagy w drodku
machownicy, zatam finalnie wemystkia kamianle musialvby snaleds sig
poirodku, pomipdey kratkaml, gdy: bok machownlcy ma parsysty
diugoss!.

2® HNle, gdyt [co laowo pokazad) katdy Tuch zmniejma momsnt
barw tadnodcl wsystkich knmleni wzglydom frodkn szachownicy o lleebg
catkow 1tg dodarnly (prey|mujemy, ta bok pola szachownicy ma dlugoss
1, masy kamienl zag sq 7dwna 1), nk mota on jednak spass pomita) 0.

Oegywiscis, wezysthie te zadania mozna zrobit dosd latwo
innymi metodami, ktére w masadzie sprowsdzalyvby sie do
tego, o exym pisme powyie], tylko inaczej ujetego. Operowanis
jednak pojecismi tutaj opBanymi pogwala jednak na posis-
danie wisksze] intuicji, skracajac czasami wielokrotnie czas
mydlenia nad zadaniem.

Zadania do samodzielnego roewiazania:

1. Zalozenia jak w zadaniu 2., pokazad, ie

2 Znaledd frodek masy obwedw trdjkata.
3. M jest frodkiem ciezkodci trojkata ABC, Wykazad, @e

ABR?  BO? 4 CA? = 3(MA? + M B2 4 M2,

4. W wierzcholkach czworckata umisszezons réwns masy.
Gdzie znajduje sig srodak masy takiego ukladuT

7. Wzory z tablic: tw. sinuséw, cosinuséw (uwierzcie przydaje sie), Herona

Wszystkie zadania sg pobrane ze Staszica. Mam jeszcze zadania z Pompe, ale

inne niz na stronie postaram sie je przepisac i wrzucic.



