Czy wiesz, co to srednie?

Teoria
1. Jezeli liczby a,--- ,a, sa dodatnie, to
n ai+ax+---+a af +a3+-- + a2
T, 1 T < Yaag-an < L2 nS\/ 12 "
a7+a7+.”+7 n n
1 2 an

Pierwsze wyrazenie nazywamy $rednig harmoniczng, drugie geometryczng, trzecie arytmetyczna, a
ostatnie kwadratows.

2. Dla dwoch liczb wyglada to nieco niewinniej: Jesli a,b > 0, to

2 2
121§@§a+b§/a+b
T+ 2 2

3. Do rzadzenia stuzy tzw. Srednia wazona:

Jezeli liczby aq,--- ,an,ws, -+ ,w, sa dodatnie, i wy +--- +w, =1, to:
1 < w1y W2 Wn, <
Wiy W Sap Gy " S Wi+ Wy + - Waln
aq Ay,
4. Umowa Jezeli mamy liczby a1, - ,a, w zadaniu (a nie mamy a,1) to umawiamy sie, ze a,+1 =
a1,ap4+2 = a2 itd.
Zadania
1. Pokaz, ze dla niezerowych liczb jednego znaku ai,as,- - ,a,, zachodzi Z—; + Z—i 4+ 4 Z—l > n.
Rozwiazanie:

Skoro a,, sa jednego znaku, to aaﬁ > 0 dla wszystkich i. Stad i z nieréwnosci miedzy $rednia
arytmetyczng i geometryczna:

a4 G2 4 ... %n
a2+a3+ +al>nﬂ,@.....a7n:%:1

n a2 as ay

Stad juz wynika teza.

2. Pokaz, bez ghupich obliczen, ze jezeli a,b,¢ > 0, to (a4 b)(b+ ¢)(c+ a) > 8abe.
Rozwiazanie:
Mamy, z nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczng i geometryczna

a;bzwg

bgczw%

c+a > Jea

5 =
Mnozac te 3 nieréwnosci stronami i mnozac otrzymana nieréwnos¢ przez 8 dostajemy teze.




3. Analogicznie jak powyzej, udowodnij, ze (a + b)* > 8ab(a? + b?).
Rozwiazanie:
Mamy (a + b)* = (a? + 2ab + b?)?. Ponadto

2 +b?) + 2ab
(a® +b%) + 2ab > \/2ab(a? + b?)

2
Stad
(a+b)d=4. (W)2 > 4 2ab(a? + b?) = Sab(a? + b?)
4. Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, ¢ dodatnich zachodzi
2 2 2 9
a+b+ b+c+ ct+a = a+b+c

Rozwigzanie:
Z nieréwno$ci miedzy Srednia harmoniczng i arytmetyczna dla liczb “T'H’, %, H'T“ jest

a+btec b4 bpey ot 3

3 3 Tttt

Po przeksztalceniu (wymnozeniu stronami przez mianowniki i podzieleniu przez a + b + ¢) otrzy-
mujemy teze.

5. Udowodnij, ze dla a,b € R jest
4b* + a* > 4ab

Rozwiazanie:
Z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng dla liczb a2, 4b? otrzymujemy

2 4 2
% > V4a2b? = 2ab

6. Udowodnij, ze dla a,b,c,d € R jest

1 a? bt B dlf
abcd— — < —+ — + — + —
62178 16
Rozwiazanie:
Po przeksztalceniu (nie ma niejsca dla minusé6w w nieréwnosciach) teza przymuje postaé¢ abed <
2 4 8 16
RE SR AL | s
Wrynika ona z nieréwnosci miedzy érednia arytmetyczna i geometryczng wazong dla liczb a2, b4, ¢8, d'6, 1
L1l L L otrzymujemy:
2 4 8 16
a b C d 1 1 1 1 1 1
—t —+ — 4+ — + — > a®2 b B30T 17 = abed
2 4 + 8 16 16 —
Zauwazmy, ze to samo otrzymamy biorac Srednig arytmetyczng i geometryczng z 16 liczb
a2 a2 a2 bt bt bt bt 8 8 416 1

oo 22 e &S = Srednie wazone, o ile wagi sa wymierne, to po prostu

8
wygodniej zapisane Srednie zwykte.

7. Rozstrzygnij, jaka jest najwieksza stata C, taka, ze dla wszystkich dodatnich z,y, z jest
x+2y+ 32> Cxéy%z%

Rozwigzanie:
Dla x = y = z = 1 mamy nieréwnos¢ 6 > C, stad musi by¢ C' < 6.
Udowodnimy, ze C = 6. Faktycznie, ze $redniej arytmetycznej i geometrycznej dla x,y,y, z, 2, 2
mamy
x+y+y-gz+z+z > W:xéyézé
Stad po przeksztalceniu otrzymujemy x + 2y + 3z > 6x%y%z%, dowodzi, ze C' > 6, a wiec C' = 6.




8.

10.

11.

Pokazaé, ze dla dowolnych a,b, c,d € R, zachodzi

1
at+b+c+d> 54 Yab2cAd®

275
Rozwiazanie:
Teza wynika wprost z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng dla liczb
b b c c ¢ c d
a7§a§a1a171717§7"' 7§'
8
b c c c c d d
&+§+Z+Z+Z+Z+§7'” ,g
atbretd g > a(§)2(f)4(§)8
15 B 15 - 27 °47 '8

Inaczej mowigc stosujemy tutaj $rednig wazong miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng dla
liczb a, %, I % i wag 1—15, %, %, %.

Pokazac, 7e jesli a,b,c > 0, to a® 4+ b2 + ¢ +2a+ 2b+2¢ > 3((ab)? + (be)? + (ca)?) Rozwiazanie:
Z nieré6wno$ci miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng otrzymujemy

2
a”+b+b > /a2 b-b=(ab)?

3
bQ
%Z\Vo’bzc'c:(bc)%
2
L Vet a = (ea)?

Po ich zsumowaniu dostajemy teze.

x+y+z> lxy +yz + 2z
3 o 3
Rozwigzanie:

Po podniesieniu obu stron nieréwnoéci do kwadratu otrzymujemy (x + y + 2)? > 3(zy + yz + 2x).
To wynika z nieréwnosci 22 + 32 + 22 > 2y + yz + 2z, ktéra udowadniamy przy pomocy érednich.

Pokazaé, ze jezeli z,y,z > 0, to

(Czy pamietasz co si¢ robi w trojkatach?) Wykaz, ze jezeli a,b, c - boki pewnego trojkata, to

a . b L c >3
b+c—a a+c—b a+b—c
Rozwigzanie:
Weimy ¢ = bHe=a oy = ate=b 5 — atboc 7 tego, 7e a,b,c - boki trojkata wynika, ze x,y,z > 0.

Teza jest rownowazna, po podstawieniu

+z T+ z x +
yre ., + 1Y
x Y z

6

Mozna ja otrzymaé¢ sumujac 3 nieréwnosci (prawdziwe na mocy §r. aryt. i geom.)

+

_|_



12.

13.

14.

15.

Liczby dodatnie a, b, ¢, sa takie, ze a + b+ ¢ = 1. Wykazag, ze
a®+ b+ +vV12abe < 1

Rozwiazanie:
Musimy sprowadzi¢ wszystkie czesci wyrazenia do wspolnego stopnia (inaczej mowigc otrzymac wy-
razenie jednorodne). a®+b2+c? ma stopieri 2, v/12abc ma stopieri %, a 1 ma stopien 0. Podstawiamy
wiec 1 otrzymujemy:

a® + % 4+ +\/12abcla+b+c) < (a+b+c)?
Po rozbiciu (a + b + ¢)? i redukcji to wyrazenie przyjmuje posta¢ /3abc(a + b+ c¢) < ab + be + ca.
Po podstawieniu «* = ab,y = bc,z = ca i podniesieniu do kwadratu otrzymujemy nieréwnosé
3(xy +yz + 21) < (v +y + 2)?, ktorg udowadniamy bezposrednio.

Udowodni¢, ze jesli a,b,c >0ia+b+c=1, to
(I+a)(1+b)(14+¢)>8(1—a)(l-0b)(1—r¢c)

Rozwigzanie:
Podstawiamy wszedzie 1 = a + b + ¢ i otrzymujemy

(b+c+2a)(a+c+2b)(a+b+2c) > 8(a+b)(b+c)(c+ a)

Jezeli podstawimy teraz x = a + b,y = a + ¢,z = b + ¢ to otrzymujemy nieréwnos¢ (z + y)(y +
2)(z + z) > 8xyz, ktora byta juz wezesniej udowodniona.

(LVII OM - 2 etap) Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja warunek ab + bc + ca = abc. Dowiesé, ze:

at +b* . bt + ¢t n ct+at
ab(a® +b3)  be(b3+¢3)  ca(ad+3) T

Rozwigzanie:
Po lewej stronie mamy stopieii —1, po prawej 0. Mnozymy lewa strone przez abc, a prawa przez
ab 4+ bc + ca, zeby otrzymagé réwne stopnie:
cla* +b%)  a®*+ct) bt +a?)
a3+b3 bS+C3 a3+c3

> ab+ bc+ ca

Zauwazmy, ze
a* + b S ath
ad+b 2
(po wymnozeniu przez mianowniki i zredukowaniu wychodzi (a® — b3)(a — b) > 0, czyli (a® + ab +
b?)(a — b)? > 0). Stosujac te nieréwnosé do 3 cztonéw otrzymujemy

cla*+bv*)  a(d*+ct) b(c4+a4)> cH—b+ b+c  a+tc

pER T PR >c 5 a 5 +b 5 =ab+bc+ ca
Niech aq,--- ,a, beda liczbami dodatnimi spelniajacymi warunek ajas---ax > 1 dla kazdego 1 <
k < n. Udowodnié, ze:
L 2 4ot i <2
1+ar (1+4a1)(1+a2) (I+a)(1+a2) - (1+ay)
Rozwiazanie:
Mamy
k k 1 ﬁ

)= -

k
(I+a)(d+a)-(1T+ap) — 2yar) - 2var) 2% ar--ar ~ 2k

Stosujac to oszacowanie uzyskujemy

1 n 2 n n n <1+2+3+ n
1+ar (1+4a1)(l+a2) 14+a)l+az)---(1+a,) —2 4 8 2n
Mamy, dla wszystkich k naturalnych, 3 +  + -+ 5r =1 — 55 < 1, stad
1 2 3 n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Cat s (S Sy (2 Sy 1ot = <141=29
2+4+8+ 2n (2+4 2”)+(4 2")+(8 2”)+ 2”< +2+ +2n< +



16. (*) Niech aq,--- ,a, - liczby dodatnie, za$ S - ich suma. Udowodnié¢, ze prawdziwa jest nieréwnosé

- S—ai " a;
Z a; Z<n_1)2;5—ai

i=1
Rozwiazanie:
Z nieréwnosci pomiedzy $érednia harmoniczng a arytmetyczng dla ai,az, -+ ,ai—1,Git1, - ,an
n—1 a1+-+aiitaipit-+an _ S—ay i .
mamy T T T L < P = 2=4t. Stad po przeksztalceniach:
i—1 i+1 LLd
n-1)% 1 1 1 1
<—+—+--+ + +o+—
S — a; ai a2 aj—1 Qi1 (27
Stad
n—12 _a a a; a; a;
a; S~ b ——
S—a; a1 ap @i-1 Qi1 n




