Wzory skréconego mnozenia

Teoria Dla liczb a,b € R oraz n € N zachodzi:

(a+b)" = (73)@” + (T)a"1b+~-~+ (Z)b“

a — b = (a o b)(an—l +an—2b+ L +bn—1)

3. Jezeli 2 fn to
a4+ b = (a+ b)(a”fl o an72b+an73b2 . +bnfl)

4. * Dla liczb zespolonych z1, 29 € C zachodzi jeszcze np.
22422 = (21 +iz)(z1 —iz)
gdzie i jest jednostka urojona (patrz koétko o zespolonych z 2008r.).

Te wszystkie wlasnosci sa bardzo ogblne — dowody sa na poziomie algebry, co znaczy, ze mozna stosowaé
w wielu sytuacjach. Na poziomie licealnym wzory skréconego mmnozenia stosuje sie glownie dla liczb calkowitych,

wielomiandw catkowitych itp.

‘Whnioski

1. Jezeli liczby a # b sa calkowite, to
a—bla™ —b"

dla wszystkich naturalnych n. W szczegolnosci
a—1la" —1
a+1]a* 1 +1
2. Jezeli wielomian W ma wspolczynniki catkowite to
a — b|W(a) — W(b)
dla wszystkich liczb catkowitych a # b.
3. (twierdzenie Bézout) dla kazdego a € R zachodzi
x — a|lW(z) — W(a)

gdzie napis r(z)|s(x) oznacza, ze istnieje taki wielomian g(x), ze s(z) = r(x)q(x). Analogiczne
twierdzenie zachodzi dla liczby catkowitej a i wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych.



Zadania

1. (wazne!) Uzasadni¢, ze jezeli liczba
2k 41
jest pierwsza, to k = 2! dla pewnego | € Z>o.

2. Uzasadni¢, bez trudnych obliczen, ze
4316* + 62 + 1

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n, dla ktérych
n™ + 1 oraz (2n)*" +1

sg liczbami pierwszymi.
Zrodio: LVI OM

4. Niech q bedzie liczba parzysta dodatnia. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
gt 41

dzieli sie przez (¢ + 1)"*! ale nie dzieli si¢ przez (¢ + 1)"*2.
Zrodlo: XXXIII OM, via artykut H. Pawlowskiego

5. Udowodni¢, ze zachodzi 2% +  + 1]|2'9%® + 2 + 1, a dokladniej, ze istnieje taki wielomian p(z) o
wspotczynnikach catkowitych, ze

e L r 1= (2% 4o+ 1)p(a)

(w zalozeniu nalezy to zrobi¢ bez wyliczania p(x)).



