
Wzory skróconego mno»enia

Teoria Dla liczb a, b ∈ R oraz n ∈ N zachodzi:
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2.
an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + · · ·+ bn−1)

3. Je»eli 2 6 |n to
an + bn = (a + b)(an−1 − an−2b + an−3b2 − · · ·+ bn−1)

4. * Dla liczb zespolonych z1, z2 ∈ C zachodzi jeszcze np.

z2
1 + z2

2 = (z1 + i z2)(z1 − i z2)

gdzie i jest jednostk¡ urojon¡ (patrz kóªko o zespolonych z 2008r.).

Te wszystkie wªasno±ci s¡ bardzo ogólne � dowody s¡ na poziomie algebry, co znaczy, »e mo»na stosowa¢
w wielu sytuacjach. Na poziomie licealnym wzory skróconego mno»enia stosuje si¦ gªównie dla liczb caªkowitych,

wielomianów caªkowitych itp.

Wnioski

1. Je»eli liczby a 6= b s¡ caªkowite, to
a− b|an − bn

dla wszystkich naturalnych n. W szczególno±ci

a− 1|an − 1

a + 1|a2k+1 + 1

2. Je»eli wielomian W ma wspóªczynniki caªkowite to

a− b|W (a)−W (b)

dla wszystkich liczb caªkowitych a 6= b.

3. (twierdzenie Bèzout) dla ka»dego a ∈ R zachodzi

x− a|W (x)−W (a)

gdzie napis r(x)|s(x) oznacza, »e istnieje taki wielomian q(x), »e s(x) = r(x)q(x). Analogiczne
twierdzenie zachodzi dla liczby caªkowitej a i wielomianów o wspóªczynnikach caªkowitych.



Zadania

1. (wa»ne!) Uzasadni¢, »e je»eli liczba
2k + 1

jest pierwsza, to k = 2l dla pewnego l ∈ Z≥0.

2. Uzasadni¢, bez trudnych oblicze«, »e
43|64 + 62 + 1

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caªkowite n, dla których

nn + 1 oraz (2n)2n + 1

s¡ liczbami pierwszymi.
�ródªo: LVI OM

4. Niech q b¦dzie liczb¡ parzyst¡ dodatni¡. Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n liczba

q(q+1)n

+ 1

dzieli si¦ przez (q + 1)n+1 ale nie dzieli si¦ przez (q + 1)n+2.
�ródªo: XXXIII OM, via artykuª H. Pawªowskiego

5. Udowodni¢, »e zachodzi x2 + x + 1|x1985 + x + 1, a dokªadniej, »e istnieje taki wielomian p(x) o
wspóªczynnikach caªkowitych, »e

x1985 + x + 1 = (x2 + x + 1)p(x)

(w zaªo»eniu nale»y to zrobi¢ bez wyliczania p(x)).


