
�ciemka!
Czyli po co ludziom dowody?

Niektóre spo±ród poni»szych rozwi¡za« s¡ bª¦dne merytorycznie, a niektóre inne ¹le zapisane. Przeistocz

si¦ w krwio»erczego Yogiego i znajd¹ bª¦dy!

1. Twierdzenie Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania 3n = x2 + y2 w liczbach caªkowitych nie-

ujemnych x, y, n.

Rozwi¡zanie.

Równanie to nie ma rozwi¡za«. Dowód:

Rozwa»my dowolne rozwi¡zanie 3n = x2+y2. Policzmy mo»liwe reszty z dzielenia x2 przez 3: 02 ≡ 0
mod 3, 12 ≡ 1 mod 3, 22 ≡ 1 mod 3, zatem x2 mod 3 ∈ {0, 1}.
Oczywi±cie 1+0 6= 0 mod 3, 1+1 6= 0 mod 3, wi¦c jedynym sposobem otrzymania po lewej stronie
0 jest x ≡ 0 mod 3, y ≡ 0 mod 3. Podstawmy x = 3x′, y = 3y′. Wtedy 9(x′2 + y′2) = 3n, czyli
x′2 + y′2 = 3n−2. Rozumujemy analogicznie i stwierdzamy, »e x′ = 3x′′, y′ = 3y′′. Procedur¦ t¦
mo»emy kontynuowa¢ dowolnie wiele razy, wi¦c wnioskujemy, »e x′′, y′′ s¡ podzielne przez 3k dla
dowolnego k, co daje sprzeczno±¢.

2. Zadanie
Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest taki, »e AC = 1, BD =

√
3,^ABD = 30◦. Wyznacz

najmniejsz¡ mo»liw¡ sum¦ dªugo±ci podstaw tego trapezu.

Rozwi¡zanie.

Niech HD, HC oznaczaj¡ rzuty D,C na AB, E oznacza punkt
przeci¦cia przek¡tnych trapezu, a C ′ ∈ AB jest takie, »e CDBC ′

jest równolegªobokiem.
Obliczamy, »e DHD =

√
3/2, gdy» trójk¡t BDHD ma k¡ty

30◦, 60◦, 90◦ i BD =
√
3. Zatem AHC =

√
AC2 − CH2

C =√
1−DH2

D =
√
1− 3

4 = 1
2 , czyli trójk¡t AHCC jest poªówk¡

trójk¡ta równobocznego i ^CAHC = 60◦.
Skoro CC ′ ‖ BD, to ^CC ′A = ^DBA = 30◦, wi¦c ^ACC ′ =
180◦ − 60◦ − 30◦ = 90◦.
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Trójk¡t4ACC ′ jest prostok¡tny, zatem z twierdzenia PitagorasaAB+CD = AC ′ =
√
AC2 + CC ′2 =√

AC2 + CC ′2 =
√
1 + 3 = 2. Jest to jedyna mo»liwa warto±¢ sumy podstaw, wi¦c jest ona naj-

mniejsza.

3. Zadanie
Warto±¢ wielomianu f(x) = x2011 + a2010x

2010 + . . . + a0 o wspóªczynnikach caªkowitych jest dla
ka»dej liczby caªkowitej podzielna przez 2011 oraz f(x) ma 2011 ró»nych pierwiastków. Udowodnij,
»e suma tych pierwiastków jest podzielna przez 2011.

Rozwi¡zanie.

Udowodni¦, »e f ≡ x2011 − x mod 2011, tzn. wspóªczynniki wielomianu f − x2011 − x s¡ podzielne
przez 2011.

Niech g := f − x2011 − x mod 2011. Wielomian g ma stopie« nie wi¦kszy ni» 2010. Dla dowolnej

liczby caªkowitejm zachodzim2011 ≡ m mod 2011 bo 2011 jest pierwsza, czyli 2011
∣∣∣f(m)+m2011−

m = g(m).

To znaczy, »e wielomian g ma pierwiastki ( mod 2011) 0, 1, 2, 3, . . . , 2010, czyli g(x) = Q(x)(x −
0)(x − 1) . . . (x − 2010) mod 2011. Gdyby Q 6= 0 to wielomian po prawej stronie miaªby stopie«



> 2011, czyli wi¦kszy ni» g. Tak wi¦c Q = 0 i g = 0, czyli f − x2011 − x ≡ 0 mod 2011, wi¦c 2011
musi dzieli¢ a2010, bo a2010 jest wspóªczynnikiem wielomianu f − x2011 − x stoj¡cym przy x2010.

Zachodzi 2011
∣∣∣a2010, ale a2010 jest równe (−1) pomno»onemu przez sum¦ pierwiastków f . Tak wi¦c

2011 dzieli t¦ sum¦ pierwiastków.

4. Zadanie
Liczby rzeczywiste x1, . . . , x2010 s¡ takie, »e x

3
1+x3

2+ . . .+x3
2010 = 2010. Poda¢ najmniejsze mo»liwe

M rzeczywiste takie, »e x2
1 + . . .+ x2

2010 6 M albo udowodni¢, »e takie M nie istnieje.

Rozwi¡zanie.

Przypomnijmy nierówno±¢ pomi¦dzy ±redni¡ kwadratow¡ i sze±cienn¡:

Twierdzenie Dla dowolnych n, a1, . . . , an > 0 zachodzi√
a21 + a22 + . . .+ a2n

n
6

3

√
a31 + . . .+ a3n

n

Stosuj¡c t¦ nierówno±¢ dla n := 2010, a1 := x1, a2 := x2, . . . , x2010 := a2010 pokazujemy, »e√
x2
1 + . . .+ x2

2010

2010
6

3

√
x3
1 + . . .+ x3

2010

2010
= 1

Zatem x2
1 + . . . + x2

2010 6 2010. Warto±¢ ta jest osi¡gana, je»eli we¹miemy x1 = x2 = . . . = x2010,
czyli M = 2010 jest szukan¡ liczb¡.


