ciemka!

Czyli po co ludziom dowody?

Niektore sposrod ponizszych rozwigzan sq btedne merytorycznie, a niektore inne Zle zapisane. Przeistocz
sie w krwiozerczego Yogiego i znajdz bledy!

1. Twierdzenie Znaleié wszystkie rozwigzania réwnania 3" = x2 + y2 w liczbach catkowitych nie-
ujemnych x,y,n.

ROZWIAZANIE.
Roéwnanie to nie ma rozwiazan. Dowdd:

Rozwazmy dowolne rozwigzanie 3" = x2+y2. Policzmy mozliwe reszty z dzielenia 22 przez 3: 02 = 0
mod 3,12 =1 mod 3,22 =1 mod 3, zatem 2> mod 3 € {0,1}.

Oczywiscie 1+0 # 0 mod 3,1+1 # 0 mod 3, wiec jedynym sposobem otrzymania po lewej stronie
0jest z =0 mod 3,y = 0 mod 3. Podstawmy z = 32,y = 3y’. Wtedy 9(2'% + y'?) = 3", czyli
2?2 + 42 = 3772, Rozumujemy analogicznie i stwierdzamy, ze =’ = 3z”,vy’ = 3y". Procedure te
mozemy kontynuowaé¢ dowolnie wiele razy, wiec wnioskujemy, ze z”,y” sa podzielne przez 3% dla
dowolnego k, co daje sprzecznosé.

2. ZADANIE
Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest taki, ze AC = 1, BD = /3, <<ABD = 30°. Wyznacz
najmniejsza mozliwa sume dlugosci podstaw tego trapezu.

ROZWIAZANIE.

Niech Hp, Hc oznaczaja rzuty D,C na AB, E oznacza punkt

przeciecia przekatnych trapezu, a C’ € AB jest takie, ze CDBC’ D C

jest rownolegtobokiem.

Obliczamy, ze DHp = +/3/2, gdyz trojkat BDHp ma katy
30°,60°,90° i BD = /3. Zatem AHc = /AC? - CH?Z =

V1—-DH?% = /1—2 = 1 czyli trojkat AHcoC' jest poléwka
trojkata rownobocznego i <CAHg = 60°. 60°
Skoro CC" || BD, to <CC'A = <DBA = 30°, wigc <ACC" = A Hp He B ('
180° — 60° — 30° = 90°.

Trojkat AACC jest prostokatny, zatem z twierdzenia Pitagorasa AB+CD = AC' = VAC? + CC"? =
VAC? +CC”? = /1+3 = 2. Jest to jedyna mozliwa warto$¢ sumy podstaw, wiec jest ona naj-
mniejsza.

3. ZADANIE
Warto§¢ wielomianu f(x) = 229 + aggi0x . + ag o wspolczynnikach catkowitych jest dla
kazdej liczby catkowitej podzielna przez 2011 oraz f(z) ma 2011 r6znych pierwiastkéw. Udowodnij,
ze suma tych pierwiastkéw jest podzielna przez 2011.

2010 +

ROZWIAZANIE.

.’2201 1 x201 1

Udowodnie, ze f = —x mod 2011, tzn. wspotczynniki wielomianu f — — x s3 podzielne

przez 2011.
Niech g := f — 2?°'1 — 2 mod 2011. Wielomian ¢ ma stopiei nie wiekszy niz 2010. Dla dowolnej
liczby catkowitej m zachodzi m?°!' = m mod 2011 bo 2011 jest pierwsza, czyli 2011 f(m)+m?2°11 —
m = g(m).
To znaczy, ze wielomian g ma pierwiastki ( mod 2011) 0,1,2,3,...,2010, czyli g(z) = Q(x)(z —
0)(z —1)...(x —2010) mod 2011. Gdyby @ # 0 to wielomian po prawej stronie miatby stopien



> 2011, czyli wiekszy niz g. Tak wiec Q =01 g =0, czyli f —22°1! —2 =0 mod 2011, wiec 2011
musi dzieli¢ asg10, bo azo10 jest wspoélczynnikiem wielomianu f — 22°'! — 2 stojacym przy 22010,

Zachodzi 2011’(12010, ale asp10 jest rowne (—1) pomnozonemu przez sume pierwiastkow f. Tak wiec
2011 dzieli te sume pierwiastkow.

. ZADANIE
Liczby rzeczywiste @1, . .., T2010 sa takie, 7e 13 +x3 +. ..+ 230, = 2010. Podaé najmniejsze mozliwe
M rzeczywiste takie, ze z3 + ... + 239, < M albo udowodni¢, ze takie M nie istnieje.

ROZWIAZANIE.

Przypomnijmy nieréwnos$¢ pomiedzy $rednia kwadratowsa i szesScienna:

Twierdzenie Dla dowolnych n,aq,...,a, > 0 zachodzi

\/a%—!—a%—l—...—&—a% i/ai’—k...—ka%

<
n n

Stosujac te nieréwnosé dla n := 2010, a1 := x1, a9 := Ta,...,T010 := 2010 Pokazujemy, ze

z%+...+x%010 3x?+...+z3010_

< =1
2010 2010

Zatem x7 + ... + 23,0 < 2010. Warto$¢ ta jest osiagana, jezeli wezmiemy xq = 9 = ... = 2010,

czyli M = 2010 jest szukana liczba.



