Ko6tko 24.11 - indukcja!

Zadanka

1.

Udowodnié, ze v/2 nie jest wymierne.

Zalézmy, ze /2 jest wymierne. Jakoze jest ono wicksze od 0, to mozna je przedstawi¢ w postaci
%, to gdzie p,q € Z,. Mamy wtedy /2 = §7 a po podniesieniu do kwadratu i pomnzeniu przez
¢? dostajemy 2¢? = p2. Zalézmy, ze po,qo jest para o najmniejszej sumie spelniajaca to réwnanie.
Jest 2|p2, a stad 2|pg. Niech p; = po/2. Wtedy jest 243 = 4p?, wiec 4|2¢3 i 2|g3. Tym samym 2|qo
i qo = q1/2, gdzie q; - catkowite. Mamy wiec 2¢? = p?, co przeczy wyborowi po,qo jako pary o
najmniejszej sumie (bo po +qo > p1 +q1)-

Znalezé wszystkie rozwiazania réwnania 8z + 4y* + 22* = t* w liczbach catkowitych nieujemnych.
Wezmy dowolne rozwigzanie tego réwnania w liczbach x,v, z,t. Mamy dla takich liczb 8z* + 4y* +
224 =11 astad 2|t it/2 =t, t; € Z. Podstawiajac dostajemy 8x%+4y* +22% = 16t], a po podzieleniu
przez 2, 4o + 2y* + 2* = 8t}, z czego wynika, ze 2|z i 2/2 = 21, 21 € Z. Po kolejnym podstawieniu
i podzieleniu dostajemy 2x* + y* + 827 = 41, a wiec 2|y i y/2 = y1, gdzie y; € Z. Powtarzajac te
operacje dostajemy 2|z i 2/2 = z1, x1 € Z. Podstawiajac to dostajemy 8x] + 4yf + 227 = t].
Otrzymalismy to samo réwnanie, wiec podane operacje mozemy powturzy¢ n razy dla dowolnego n,
stwierdzajac, ze 2™z i 2"y i 2"|z i 2"|¢ dla dowolnego n. Jedyna liczba calkowita podzielna przez
dowolng potege 2 jest 0. Tym samym jedynym rozwiazaniem w liczbach caltkowitych nieujemnych
moze by¢ (0,0,0,0). Te liczby faktycznie spelniaja réwnanie.

Znalezé wszystkie rozwiazania réwnania a2 + 3% + 22 + 2 = 2zyzt w liczbach N,.

Zauwazmy, ze dla z,7, z,t speliajacych to réwnanie musi by¢ 2|z2 +y% + 22 + 2. 22 daje reszte 1 z
dzielenia przez 2, gdy x jest nieparzyste, a 0, gdy x parzyste. Stad widzimy, ze wérdd liczb x, vy, z,t
musi by¢ parzysta ilosé nieparzystych. Rozwazmy 3 przypadki:

(a) 4 liczby x,y, 2, sa nieparzyste. Jezeli = jest nieparzyste, to 2 = 1( mod 8) (sprawdz), wiec
22 +y? + 22 +t? =4( mod 8). Ale mamy 2 | xyzt, wiec 4 | 2xyzt. Sprzecznodé.

(b) 2 liczby z z,vy,2,t sa nieparzyste. Wtedy mamy x2 + y? + 22 + 2 = 2( mod 4), wiec 4 |
2% +y? + 22 + 12, a 4|wyzt, wiec sprzecznosé.

(¢) Wszystkie liczby z,y, 2,t sa parzyste. Wezmy x/2 = x1,y/2 = y1,2/2 = 21,t/2 = t;. Dostajemy
43+ 4y +423 +413 = 2-1621y1 211, czyli 22 +y2+27 +12 = 8zyzt. Dalej biorac mod 8 dostajemy
latwo, ze x1,y1,21,t1 sa parzyste, wiec mozemy podstawi¢ zo = x1/2 itd. Musi wie¢ znowu
by¢ 2"z, y, z,t dla dowolnego n € Z,, wiec x =y = z =t = 0. Ale te liczby nie sa naturalne
dodatnie, wigc ostatecznie nie ma rozwigzan.

. Udowodni¢, ze 7 nie sa si¢ przedstawi¢ w postaci sumy 3 kwadratow liczb wymiernych dodatnich.

Mamy 22 = 1( mod 8) lub #? = 4( mod 8), lub 2% = 0( mod 8).

Jezeli 7= (%)2 + (5—;)2 + (5—2)2, gdzie p;, q; € Z,, to wymnazajac stronami 7(q1¢2q3)? = (p1q2q3)? +
(1p2q3)? + (p1p2q3)?.  Jezeli wykazemy, ze réwnanie 7d? = a? + b? + ¢> w calkowitych nie ma
rozwigzan, to wykazemy réwniez teze. Rozpatrzmy to réwnanie ( mod 8). a? +b? + ¢ daje reszty
0,1,2,3,4,5,6 (sprawdz), zas$ wyrazenie 7d? daje reszty 0,7,4. Widzimy, ze reszty mod 8 sg réwne
tylko jesli a® +b? +c? przystaje do 0 lub 4 ( mod 7), a wtedy liczby (a,b, ¢, d) sa parzyste (sprawdz)
i podobnie jak w poprzednich zadaniach wnioskujemy, ze 2"|a, b, ¢, d dla dowolnego n.

Udowodnij, ze liczba postaci 4™(8k — 1), gdzie k,n € N, nie jest kwadratem innej liczby naturalnej
i nie moze by¢ przedstawiona jako suma 1, 2 lub 3 kwadratéow liczb naturalnych dodatnich.

Mamy udowodnié, ze 4™ (8k — 1) = a® + b2 + ¢, gdzie a,b,c € N, U{0} nie ma rozwigzan. Faktycznie
jezeli n = 0, to patrzac mod 8 otrzymujemy speczno$é bo a2 + b% + c¢?( mod 8) € {0,1,2,3,4,5,6}.



Jezeli za§ n > 0, to patrzac mod 4 dowiadujemy sie, ze 2|a,b,c i mozemy podstawi¢ a; = a/2 i
b1 =b/2, ¢1 = ¢/2 i podzieli¢ przez 4, a dzieli¢ przez 4 mozemy skoficzona ilo$é¢ razy.



