
�Czy mamy do±¢ teorii liczb?� - rozwi¡zania

Mateusz Jocz

1. Udowodni¢, »e dla liczby pierwszej p istnieje takie n naturalne, »e

p|2n − n

�ródªo: Staszic

2. Udowodni¢, »e dla liczby pierwszej p istnieje niesko«czenie wiele liczb naturalnych n takich, »e

p|2n − n

�ródªo: Staszic

Rozwi¡zanie:

(a) Je»eli p = 2 to teza jest speªniona dla n = 2. Dalej zakªadamy »e p 6= 2.

(b) Z maªego twierdzenia Fermata mamy:

2p−1 ≡ 1 mod p

Teraz na mocy lematu o rz¦dzie otrzymujemy ord(2, p)|p−1. Z tego wynika, »e liczby ord(2, p)
i p s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

(c) Wyka»emy, »e teza jest speªniona dla pewnego n = kd, gdzie k jest caªkowite, a d = ord(2, p).
Dla ka»dego k, z de�nicji rz¦du d, mamy:

(2d)k ≡ 1k mod p

2n ≡ 1 mod p

(d) Rozwa»my zbiór liczb A = {0, d, 2d, . . . , (p − 1)d}. Wiemy, »e p jest wzgl¦dnie pierwsze z d.
Je»eli istniaªyby dwie liczby h i l (0 ≤ l < h < p), takie »e hd i ld dawaªyby takie same reszty
z dzielenia przez p to mieliby±my p|d(h− l)⇒ p|h− l, sprzeczno±¢. Zatem liczby ze zbioru A
daj¡ ró»ne reszty z dzielenia przez p, a skoro w A jest tyle samo liczb, co w zbiorze wszystkich
reszt, to liczby z A daj¡ wszystkie reszty z dzielenia przez p, w szczególno±ci dla pewnego
m ∈ {0, 1, 2, . . . , p− 1} mamy:

md ≡ 1 mod p

(e) De�niujemy
n := md

gdzie m, d okre±lone s¡ wy»ej. Udowodnili±my, »e

2n ≡ 1 mod p oraz n ≡ 1 mod p

St¡d wynika, »e
p|2n − n

Istnieje wi¦c liczba n speªniaj¡ca warunki zadania, pozostaje dowie±¢, »e takich liczb jest
niesko«czenie wiele.
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(f) Niech z b¦dzie dowoln¡ liczb¡ naturaln¡, d = ord(2, p), jak wy»ej, a n b¦dzie takie, »e n ≡
2n ≡ 1 mod p. Zauwa»my »e:

n + zpd ≡ n ≡ 1 mod p

2n+zpd = 2n · (2d)zp ≡ 1 · 1zp = 1 mod p

2n+zpd − (n + zpd) ≡ 0 mod p

Poniewa» z mo»e by¢ dowoln¡ liczb¡ naturaln¡ to otrzymujemy niesko«czenie wiele rozwi¡za«
postaci n + zpd.

3. Rozstrzygn¡¢, dla jakich k ∈ N istnieje liczba naturalna n, b¦d¡ca kwadratem liczby naturalnej i
zaczynaj¡ca si¦ w zapisie dziesi¦tnym k jedynkami.
�ródªo: Mathlinks

Rozwi¡zanie:

(a) Dla k = 0 taka liczba oczywi±cie istnieje, na przykªad n = 4 = 22.

(b) Dla k ≥ 1 mamy:

33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
k−1 razy

42 = (
10k−1 − 1

3
· 10 + 4)2 =

=
102k−2 − 2 · 10k−1 + 1

9
· 102 + 8 · 10 · 10k−1 − 1

3
+ 16 =

=
102k

9
− 20 · 10k

9
+

100
9

+ 24 · 10k

9
− 240

9
+

90
9

+ 6 =

=
102k

9
− 10k

9
+ 5 · 10k

9
− 50

9
+ 6 =

=
10k − 1

9
· 10k + 5 · 10k−1 − 1

9
· 10 + 6 =

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k razy

55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
k−1 razy

6

St¡d ju» widzimy, »e o ile k ≥ 1 to taka liczba n dla ka»dego k istnieje.

(c) Ostatecznie liczba naturalna n o wymaganych wªasno±ciach istnieje dla wszystkich k ∈ N,
c.k.d.

(d) Oczywi±cie istniej¡ te» inne przykªady podobnych liczb, np.:

33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
k+1 razy

2 = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k razy

0 88 . . . 8︸ ︷︷ ︸
k razy

9

33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
k−1 razy

452 = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k razy

88 . . . 8︸ ︷︷ ︸
k−2 razy

9025

(e) Komentarz: Takie rozwi¡zanie narzuca si¦, je»eli pomy±li si¦, »e liczba 111111 . . . jest prawie
równa 102k ·1/9, a przecie» ta liczba jest kwadratem liczby 10k ·1/3 równej 333333 . . . . Potem
te �prawie� trzeba oczywi±cie sformalizowa¢...

4. * Udowodni¢, »e równanie
x2 + y2 + z2 = (x− y)(y − z)(z − x)

ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w liczbach naturalnych x, y, z.
�ródªo: Mathlinks

Rozwi¡zanie:
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(a) Niech k b¦dzie dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡. Rozwa»my rozwi¡zania postaci:

(x, y, z) = ( (2k − 1)(6k2 + 1), 2k(6k2 + 1), (2k + 1)(6k2 + 1) )

Obliczamy, »e lewa strona równania jest równa:

x2 + y2 + z2 = (2k − 1)2(6k2 + 1)2 + (2k)2(6k2 + 1)2 + (2k + 1)2(6k2 + 1)2 =

= (6k2 + 1)2(4k2 − 4k + 1 + 4k2 + 4k2 + 4k + 1) = (6k2 + 1)2(12k2 + 2) = 2(6k2 + 1)3

Natomiast prawa strona równania wynosi:

(x−y)(y−z)(z−x) = (6k2 +1)(2k−1−2k) ·(6k2 +1)(2k−2k−1) ·(6k2 +1)(2k+1−2k+1) =

= (6k2 + 1)2 · 2(6k2 + 1) = 2(6k2 + 1)3

Widzimy, »e obie strony równania s¡ równe. Poniewa» k jest dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡
i dla ró»nych k warto±ci liczby z = (2k + 1)(6k2 + 1) s¡ ró»ne, to otrzymali±my niesko«czon¡
liczb¦ rozwi¡za« postaci

(x, y, z) = ( (2k − 1)(6k2 + 1), 2k(6k2 + 1), (2k + 1)(6k2 + 1) )

Koniec dowodu � punkt nast¦pny sªu»y tylko obja±nieniu i nie potrzeba go pisa¢

np. na olimpiadzie.

(b) W jaki sposób mo»emy znale¹¢ wªa±nie tak¡ posta¢ rozwi¡zania?

i. Na pocz¡tku stwierdzamy, »e trzy niewiadome to troch¦ za du»o. Spróbujmy ograniczy¢ si¦
do dwóch. Warto wi¦c aby (x, y, z) byª jakim± ci¡giem, którego wyrazy mo»emy zapisa¢ za
pomoc¡ dwóch niewiadomych. Jako jeden z pierwszych nasuwa nam si¦ ci¡g arytmetyczny.
Ró»nic¦ naszego ci¡gu oznaczmy przez r. Prawdziwe s¡ równo±ci:

x = y − r i z = y + r

Po podstawieniu tych równo±ci mo»emy zredukowa¢ równanie

x2 + y2 + z2 = (x− y)(y − z)(z − x)

do postaci:
3y2 = 2r2(r − 1)

ii. Z powy»szego równania mo»emy wyliczy¢ y:

y =

√
2r2(r − 1)

3
= r

√
2(r − 1)

3

Je»eli teraz znajdziemy niesko«czenie wiele takich r caªkowitych dodatnich, »e r

√
2(r − 1)

3
jest caªkowite (oczywi±cie jest te» wtedy dodatnie) i przyjmiemy

ry := r

√
2(r − 1)

3
, rx := ry − r, rz := ry + r

to trójka (rx, ry, rz) b¦dzie rozwi¡zaniem naszego wyj±ciowego równania.

iii. Kiedy
√

2(r−1)
3 mo»e by¢ caªkowite?

�eby byªo to caªkowite, wystarczy, »eby r byªo postaci r = 6k2 + 1, gdzie k ∈ Z+ � wtedy√
2(r−1)

3 = 2k.
Przyjmujemy wi¦c takie r i wyliczamy

ry = 2k(6k2 + 1), rx = (2k − 1)(6k2 + 1), rz = (2k + 1)(6k2 + 1)
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5. * Znajd¹ wszystkie liczby naturalne n takie, »e

n2|3n + 1

�ródªo: Staszic

Rozwi¡zanie:

(a) Zaªó»my, »e dla pewnego n > 1 teza jest speªniona. Wtedy mo»emy n przedstawi¢ w postaci:
n = k · p, gdzie p jest najmniejszym pierwszym dzielnikiem liczby n, a k jest pewn¡ liczb¡
caªkowit¡ dodatni¡.

(b) Zauwa»my, »e 3 6 |n i tym samym p 6= 3. Sensowny jest wi¦c napis ord(3, p) Zauwa»my, »e:

3n ≡ −1 mod p

32n ≡ 1 mod p

Na mocy lematu o rz¦dzie mamy ord(3, p)|2n = 2pk. Z drugiej strony z (wniosku z) lematu o

rz¦dzie wynika »e ord(3, p)|p−1, czyl ord(3, p) jest wzgl¦dnie pierwsze z p. Zatem ord(3, p)|2k.

(c) Niech d b¦dzie najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem liczb ord(3, p) i k.
Mo»liwe s¡ dwa przypadki: ord(3, p) = d lub ord(3, p) = 2d. W obu przypadkach, je»eli d ≥ p,
to ord(3, p) ≥ p i otrzymujemy sprzeczno±¢ z ord(3, p)|p− 1. St¡d wynika d < p.

(d) Liczby d < p i p s¡ dzielnikami n, przy czym p jest najmniejszym dzielnikiem pierwszym, wi¦c
d = 1 (kluczowy moment) i tym samym

ord(3, p) = 1 lub ord(3, p) = 2

korzystaj¡c z de�nicji rz¦du otrzymujemy

31 ≡ 1 mod p lub 32 ≡ 1 mod p

p|2 lub p|8

A wi¦c p = 2, n = 2k, czyli 4|n2. Zauwa»my, »e je±li n jest parzyste to 3n ≡ 1 mod 4. Liczba
3n + 1 nie mo»e wi¦c by¢ podzielna przez 4. Sprzeczno±¢.

(e) Pozostaje nam przypadek gdy n = 1. �atwo zauwa»y¢, »e teza jest teraz speªniona. Jest to
wi¦c jedyne rozwi¡zanie.
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