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1.1 Teoria

1. Twierdzenie 1.1 (Maªe twierdzenie Fermata) Dla ka»dej liczby pierwszej p i liczby caªkowitej
a, takiej, »e p 6 |a zachodzi

ap−1 ≡ 1 mod p

2. De�nicja 1.2 Niech a, n b¦d¡ liczbami naturalnymi wzgl¦dnie pierwszymi. Rz¦dem liczby a mod n
nazywamy najmniejsze k ∈ Z+, takie, »e

ak ≡ 1 mod n

Rz¡d ten oznaczamy przez ord(a, n) lub, gdy n jest znane, ord(a).

Twierdzenie 1.3 (Lemat o rz¦dzie) Je»eli a, k′, n s¡ takie, »e

ak
′
≡ 1 mod n

to ord(a, n)|k′.

Wniosek 1.4 Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest liczb¡ caªkowit¡ niepodzieln¡ przez p, to

ord(a, p)|p− 1

3. Twierdzenie 1.5 (Chi«skie o resztach) Je»eli n1, n2 s¡ wzgl¦dnie pierwsze, a r1, r2 dowolne to
istnieje M takie, »e

M ≡ r1 mod n1 M ≡ r2 mod n2.

W ramach ciekawostki: tak naprawd¦, jest to fakt geometryczny, w pewnym dziwnym ±wiecie.

1.2 Zadania

Dzisiaj zadania s¡ trudniejsze ni» zwykle, st¡d jest do nich du»o wskazówek.

Zadanie 1

Policz rz¦dy liczb mod 5. Policz rz¦dy liczb mod 6. Policz rz¡d liczby 2 modulo wszystkie liczby
wzgl¦dnie pierwsze z ni¡ mniejsze od 10.

Zadanie 2

Przypomnij sobie twierdzenie Eulera i sformuªuj tez¦ wniosku z punktu 2. dla liczb zªo»onych, a nie tylko
pierwszych. Spróbuj policzy¢, jaki mo»e by¢ rz¡d liczby 2 mod 27.

Zadanie 3

Liczba n jest caªkowita, a liczba a jest taka, »e

1. a26 ≡ 1 mod n i a2011 ≡ 1 mod n,

2. a26 ≡ −1 mod n i a2011 ≡ 1 mod n.

Uzasadnij, »e a mod n = 1 mod n.

Zadanie 4

Liczba pierwsza p daje reszt¦ 2 z dzielenia przez 3. Uzasadnij, »e przyporz¡dkowanie a 7→ a3 jest bijekcj¡
na zbiorze (ciele) {1 mod p, 2 mod p, . . . , p − 1 mod p}. Poka», »e nie jest to prawd¡, je»eli p ≡ 1
mod 3.

Wskazówka: pami¦taj, »e dla ka»dego a istnieje jego �odwrotno±¢�. Wykorzystaj to, by zredukowa¢ tez¦
zadania do �je»eli a3 ≡ 1 to a ≡ 1�.



Zadanie 5

Liczba pierwsza p daje reszt¦ 2 z dzielenia przez 3. Niech

ak := k2 + k + 1 dla k = 1, 2, . . . , p− 1.

Wyka», »e iloczyn a1 · a2 · . . . · ap−1 daje reszt¦ 3 z dzielenia przez p.
Wskazówki: uzasadnij, »e

∏
k=2,3,...,p−1(k

3 − 1) jest równy mod p iloczynowi
∏

k=2,3,...,p−1(k − 1).
Przedstaw (prawie) iloczyn z zadania w terminach tych produktów.

Zadanie 6

Uzasadnij, »e ka»dy dzielnik liczby Fn = 22
n

+ 1 jest postaci 2n+1 · k + 1 dla pewnego k caªkowitego.
Wskazówka: wystarczy to zrobi¢ dla dzielników pierwszych (dlaczego?). Oblicz, »e ord(2, p) = 2n+1.

Zadanie 7

Udowodnij, »e dla liczby pierwszej p istnieje niesko«czenie wiele liczb naturalnych n takich, »e

p|2n − n

�ródªo: Staszic, uwaga: nie potrzeba lematu o rz¦dzie.
Wskazówka: poka», jak zmieniaj¡ si¦ reszty z dzielenia przez p liczb 2n i n. Skorzystaj z chi«skiego

twierdzenia o resztach.

Zadanie z ? 8

Znajd¹ wszystkie liczby naturalne n takie, »e

n2|3n + 1

�ródªo: Staszic
Wskazówki.

1. Niech p b¦dzie najmniejszym dzielnikiem pierwszym n.

2. Niech d1 b¦dzie rz¦dem 3 mod p. Uzasadnij, »e d1 ma sens, d1
∣∣2n.

3. Uzasadnij, »e d1
∣∣p− 1, st¡d d1 jest wzgl¦dnie pierwsze z n, czyli d1

∣∣2.
4. Udowodnij st¡d, »e p = 2, czyli 2

∣∣n. Poka», »e to daje sprzeczno±¢.

5. Jakie zatem s¡ rozwi¡zania?


