OMG 1 wspominki

1. Czy istnieja takie liczby catkowite a i b, ze liczby
a’ +boraz b+ a
sa kolejnymi liczbami catkowitymi? Odpowiedz uzasadnij.

2. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag styczny do AI w punkcie I i prze-
chodzacy przez punkt B przecina bok BC' w punkcie P (r6znym od B). Proste IP i AC przecinaja
sie w punkcie (). Wykaz, ze punkt I jest Srodkiem odcinka PQ.

3. Liczby p i q sa réznymi liczbami pierwszymi. Udowodnij, ze liczba p? + ¢? nie jest podzielna przez
liczbe p + q.

4. Wewnatrz kota o promieniu 1 znajduja sie punkty Aj, As, As, ..., A1g0- Udowodnij, ze na brzegu
tego kola istnieje taki punkt P, dla ktérego

PA1+PA2+...+PA1002100.

Zrédto: Zadania pochodzg z finatu VI OMG
5. Rozwazmy szescian ABCDA'B'C'D’.

(a) Uzasadnij, ze obrét wokot osi AC’, w ktérym punkt D’ przechodzi na B’, przenosi szeScian
ABCDA'B'C'D’ w siebie tzn. kazdy punkt szeScianu przechodzi na punkt szescianu.

(b) Oblicz, ilukrotne zlozenie powyzszego obrotu jest identycznoscia?

(¢) Podzielmy szescian ABCDA'B’'C'D’ na 27 szeScianikow jednostkowych. Wskaz sze$cianiki,
ktore przechodza w siebie przy ww. obrocie.

(d) Niech 7 bedzie plaszczyzng prostopadla do AC” i przechodzaca przez srodek tego odcinka. Uza-
sadnij, ze ww. obrét zachowuje 7 oraz ze ilo$¢ sze$cianikow, ktore przecina m musi przystawac
do 1 mod 3.

(e) * Rozwaz symetrie wzgledem $rodka szescianu i rozszerz poprzednie rozumowanie, aby wyka-
zaé, ze ilo§¢ szescianikéw, ktore przecina m, przystaje do 1 mod 6.

(f) * Wykaz, ze czesé wspolna w1 ABCDA'B'C' D' to szesciokat foremny o wierzchotkach lezacych
na $rodkach tych krawedzi sze$cianu, ktérych “koricem” (wierzchotkiem) nie jest A lub C.

6. Przypomnijmy, ze ¢(n) oznacza ilo§¢ liczb naturalnych wzglednie pierwszych z liczba catkowita
dodatnia n i nie wigkszych od n. Np. ¢(12) = 4, p(p) = p—1 dla kazdej liczby pierwszej p, p(1) =1
itd.

(a) Liczby ze zbioru {1,2,...,n} mozemy w naturalny sposéb utozsamié z resztami z dzielenia
przez n (jak kto$ nie zrozumial, to nie szkodzi) i oznacza¢ 1 mod n,2 mod n,...,n mod n.

(b) Niech n = ab bedzie takim iloczynem, ze NW D(a,b) = 1. Uzasadnij, ze liczba  mod n jest
wzglednie pierwsza z n wtedy i tylko wtedy, gdy = mod a jest wzglednie pierwsze z a i x
mod b jest wzglednie pierwsze z b.

(c) Uzasadnij, ze istnieje doktadnie p(a)p(b) liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n;
kazda z tych liczb jest wyznaczona przez reszty mod ai mod b.
Wskazowka: chiriskie o resztach.

(d) Stad tez p(n) = p(a)p(b) oile tylko NW D(a, b) = 1. Podaj przyklad, ze zalozenie NW D(a,b) =
1 jest istotne.

(e) Oblicz “na piechote” ¢(p*), gdzie p jest pierwsze i udowodnij wzor
p(n) = (b = p 1) - (57 = P51 - (i — i 1>—"<1)“'(1>'
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jezeli n = pi'ps? ... pS~ jest rozkladem liczby n na czynniki pierwsze.



