Ciag Fibonacciego

Pierscienie

1. Definicja Pierscieniem (z jedynkg) bede nazywaé zbior R, z okreslonymi dziataniami + i - takimi,
ze

(a) R jest grupg przemienng ze wzgledu na +, ktérej element neutralny oznaczam 0.
(b) Dla wszystkich a,b € R mamy a-b € R.
(¢) Dziatanie - jest tgczne, tj. a- (b-c) = (a-b) - ¢ dla wszystkich a,b,c € R.

(d) Istnieje element neutralny mnozenia e € R:
ea =ae=a

dla wszystkich a € R. Element ten jest jedyny (dowdd jak w grupach, patrz poprzednie kétko),
oznaczamy go 1 i nazywamy jedynkq.

(e) Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +:
(a+b)c=ac+ b
cla+b)=ca+ch
dla wszystkich a,b,c € R.

Dla kazdego a € R zachodzi
a-0=a-(04+0)=a-04+a-0

odejmujemy a - 0 stronami i otrzymujemy 0 = a - 0.
Dla kazdych a,b € R zachodzi
—ab = (—a)b = a(-b)

Dowod: ab —ab =0 = a0 = a(b+ (—b)) = ab + a(—b), stad —ab = a(—b). Analogicznie ab — ab =
0= (a+ (—a))b=ab+ (—a)b, wiec —ab = (—a)b.

2. Tak naprawde warunki na bycie pierscieniem sa bardzo stabe i wiekszo$¢ zbioréw z dzialaniami,
jakie znane sa w liceum jest pierscieniami: liczby rzeczywiste, wymierne, catkowite, wielomiany o
wspotczynnikach np. rzeczywistych itd.

3. Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Jezeli dla elementu a € R istnieje b € R takie, Ze

a-b=b-a=1
to powiemy, ze element a jest odwracalny.
Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Powiemy, ze R jest przemienny, jezeli
a-b=b-a

dla wszystkich a,b € R.



Teoria macierzy

1. Definicja Macierzqg o wymiarach 2 X 2 o elementach ze piercienia R nazywamy uktad 2 -2 =4
liczb a,b,c,d € R zapisany w postaci
a b
¢ a)

Zbior wszystkich macierzy oznaczamy Ma(R).
Na poczatku, jezeli wyglada to zbyt okropnie wez R = R, czyli macierze o wyrazach rzeczywistych.

2. Macierze z danego zbioru mozemy dodawac:

a1l a12 4 bir b2 _ ain +bii aiz +bio
a1 Aa22 bar  boo a1 +ba1  aza + bao

i mnozy¢, nieco bardziej skomplikowanie (polecam http://pl.wikipedia.org/wiki/Mnozenie macierzy):

air a1z | | bir bz | _ | anibin 4 a12bar  a1ibia + aizba
az1 a2 ba1  bag a21b11 + ag22b21  a21b12 + agebag

dodatkowo mozemy na macierzach zdefiniowa¢ mnozenie przez stala r € R.
pl o @z | T 0 a1 a2 | | rair rape
a1 G22 0 r as1  G22 Ta21 Ta22

3. Twierdzenie Dia dowolnego pierscienia R macierze My (R) tworzq pierscien z dziataniami + i -.
Elementem neutralnym tego pierscienia jest macierz

=[]

Jezeli ponadto pierscien R jest przemienny, to zachodzi

o e fa=ali )

dla wszystkich macierzy A € Ma(R).

DowOD. Aby udowodni¢, Ze macierze sa pierScieniem wystarczy przeliczy¢ wszystkie wlasnosci
pierscienia. Podobnie mozna policzy¢, ze I jest jedynka.

Przelicze tylko ostatnie stwierdzenie. Niech A = { le 212 } € My (R) oraz r € R wtedy
21 22

r 0 ail a2 _ raix rai2 _ anr a2’ _ ail a2 r 0
0 r ag1 Q22 rasr Trazn a217T Q22T a1 a2 0 r

4. Aby uprosci¢ robote nieinteresujace mnie elementy macierzy bede oznaczaé¢ . Nigdy nie bede ich
wylicza¢, ich wartos§é nie bedzie miala wplywu na przeksztalcenia. Przyktad:

[(1) 1]:1:...

elementy * nalezy rozumie¢ jako elementy macierzy sasiedniej (tutaj I).



Teoria ciaggu Fibonacciego

1. Definicja Ciggiem Fibonacciego nazywamy ciqg rekurencyjny (Fy,) dany réwnaniami:

Fo=0 Fi=1 F,=F, 1+ F, 2dlan>2

n ||0|1]2[3]|4|5]6| 7] 8
F,|loj1]1]2|3|5]|8]|13]21
fintujemy rowniez wyrazy o indeksach ujemnych, tak, zeby zachowana byta wtasnos$é F, = F,,_1 +
F,_o. W tym celu nalezy wzigé F_, = (=1)"T1F,.
ni||-5|-4|-3|-2|-110|1|2|3|4|5]6| 7] 8
F, 5| -3] 2 |—-1|1|0]1]1]2|3|5|8|13]21

Macierza ciagu Fibonacciego nazywamy macierz

Kolejne wyrazy ciggu Fibonacciego to: Dla wygody zde-

»—
\
_

F .= [ 1 (1) ] . Jest ona odwracalna w My(Z), jej odwrotnoscig jest F~! = [ 0 1 ]

Rownanie: Bezposrednio przeliczamy, ze

1
F?2 —F — I = 0 stad wynika po podzieleniu F = T

Wazna uwaga/metatwierdzenie: Jezeli rozpatrujemy tylko wyrazenia zawierajace F oraz rl,
gdzie r € R, to kazde dwa takie wyrazenia beda przemienne ze sobg.

2. Lemat (Postaé¢ macierzowa ciagu) Dla kazdego n catkowitego

I " [ Fu F,
B 1 0 - Fn Fn—l

DowOD. Bezposrednio przeliczamy, ze dla n = 0in = 1 réwnosé jest prawdziwa. Przeprowadzamy
indukcje po n rosnacym i malejacym. Przyktadowo — krok indukcyjny w indukcji po n rosnacym

; F, F, F, F,
n+2 _ 2 . mn _ mn+1 mn o__ n+2 n+1 n+1 n _
F =F"F* =F"(F+ 1) =F"" +F _{FHH P ]+[ P Fn,_l]_

Fn+2+Fn+l Fn+1+Fn _ Fn+3 Fn+2
Fn+1+Fn Fn"‘f_anl Fn+2 Fn+1

co bylo do udowodnienia. Ten dowdd korzysta bardzo mocno ze struktury algebraicznej macierzy. W

Wilasnosci ciagu Fibonacciego — zadania prostsze

1. Uzasadni¢ (elementarnie jest prosciej :), ze kazde dwa kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego sa sa
wzglednie pierwsze.

2. Uzasadni¢, ze dla wszystkich liczb naturalnych n, m zachodzi
FoiiF+ B F1 = Frgn
3. W szczegoélnodci dla wszystkich liczb naturalnych n zachodzi
F+F = Fonpa
4. Niech n bedzie liczbg naturalng. Uzasadni¢, ze
Fo+Fi+ - +F,=F -1
5. Niech n bedzie liczba naturalng. Uzasadni¢, ze

B+ Fs+F5+4- -+ Fy g = Fy,



6. Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié, ze

n

ZZF = nFpig— Fuig+2

i=1
7. Uzasadnié, ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi

Foi1Fn1 — Fg = (_1)n

Dalsze wlasnosci pierscieni
1. Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Podzbior J pierscienia R nazywamy ideatem jezeli:

(a) I jest podgrupg przemienng ze wzgledu na +.
(b) Dla dowolnego r € R,i € I zachodzi

r-i€l orazi-rel

J jest idealem R oznaczamy przez J < R.

2. Pojecie idealu rozszerza pojecie kongruencji:
Piszemy a =b mod I jezeli b —a € I. Zaltézmy, ze

a=b modI, ¢c=d mod]I

Wtedy (m. in.)
b=a modI

a+c=b+d modI
a—c=b—d mod]I
ac=bd mod I

Udowodnie dla przykladu ostatnia (najtrudniejsza) wlasnosé.

a=b modI=a-bel=(a—bicel
c=d modI=d—cel=0bd-c)el
(a—=bcel, bd—c)el=ac—bd=(a—bc—bd—c) €I =ac=bd mod I
3. Naturalne w tym kontekscie jest zauwazenie, ze dla ustalonego n € Z zbiér postaci
I, ={kn| keZ}
jest ideatem w Z. Kongruencje mod I, to znane nam kongruencje mod n.

4. Lemat Rozwazmy macierze Ma(R) i niech I < R. Zdefiniugmy

M, (1) :_Hi Z] eR|a,b,c,deI}

Wtedy M (1) jest ideatem w My (R).

DowoD. Na poczatku udowodnimy, ze My (I) jest podgrupa przemienna. Wystarczy (patrz kotko
o grupach) udowodni¢, ze

A, B €My(I)= A+ B € My(I) oraz — A € My(I)

Roswazmy A = | @1 @2 | g [0 bl GG My (1) wynika, 7e as b € I W
a21 Q22 b21 b22

zwiazku z tym rowniez (z wlasnodci ideatu I):

all—b11€I7a12—b12€I...



a stad

aj; —bir a2 —bia
A—B= € My(I
{ ag; —bor  age — b2z ] 2(1)

z definicji My (I). —A € My (I) udowadniamy analogicznie.
Pozostaje udowodni¢ druga wtasnosc¢ ideatéw. Rozwazmy dowolng C' = [ 211 212 ] € My(R)
21 €22
i dowolna { 2“ ‘2 } € My (R):
21

122

c11 Ci2 t11 t12 | | c11f11 +cigter  critiz + ciaion
C21  C22 121 122 C21%11 + C22%21  C21712 + C22122

Widaé¢, ze np. w pierwszej komérce i1; € I stad ci1i11 € I, analogicznie ciaio; € I, wiec
c11911 + c12i21 € I. Pozostale wartosci rowniez naleza do I, wiec cala macierz nalezy do My (7)
(z definicji M (T)).

Druga czeé¢ drugiej wlasnosci udowadniamy analogicznie. |

Wilasnosci ciggu Fibonacciego — zadania trudniejsze

1. Uwaga: ponizsze dwa zadania mozna zrobi¢ elementarnie, korzystajac z tozsamosci F,41F),, +
F.Fy_1 = Fyin oraz z lematu w zadaniu drugim, ale dowody sg (moim zdaniem) trudniejsze do
wymyslenia i mniej naturalne, oczywiscie z doktadnoscia do pewnego zrozumienia pojeé¢ abstrak-
cyjnych.

2. Twierdzenie (*) Jezeli liczby n,m € Zy orazn | m to
E, | Fn
3. Twierdzenie (*) Dla wszystkich liczb naturalnych n,m zachodzi réwnosé

NWD(Fn7 Fm) = FNWD(n,m)

1 ) 1—-+/5
4. Twierdzenie (**Wzo6r Bineta) Niech ¢ := +2\f, Pg 1= T\[7 innymi stowy, niech bedg

t() ple? wlastkl “)’wnanla xr~ — T — ]. - (). [/[/ tedy

dla wszystkich liczb catkowitych n.



