
Elimki elimki

Eliminacje trwaj¡ 2h. Nie spodziewam si¦, »e wszyscy zrobi¡ po 4 zadania w tak krótkim czasie � rzuciªem

a» cztery, »eby ka»dy znalazª co± dla siebie.

1. Liczby x, y, z, t s¡ rzeczywiste dodatnie. Uzasadni¢, »e

(a)
√

x2 + y2 + z2 + 2xy < x +
√

y2 + z2

Dowód. Mo»na to oczywi±cie rozpaªowa¢ przez podnoszenie do kwadratu, podobnie jak na-

st¦pny podpunkt, ale rozwi¡zanie jest inne.

Niech X = (0, 0), Y = (x, 0), Z = (x+y, z). Nierówno±¢ z zadania mo»na równowa»nie zapisa¢
jako

|XZ| < |XY |+ |Y Z|

a to jest nierówno±¢ trójk¡ta. �

(b)
√

x2 + z2 <
√

x2 + t2 +
√

t2 + y2 +
√

y2 + z2

Dowód. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, niech:

A = (−z, 0), B = (0, y), C = (t, 0), D = (0,−x)

Wtedy nierówno±¢ przeksztaªca si¦ po postaci

|AD| < |DC|+ |CB|+ |BA|

prawdziwej na mocy nierówno±ci trójk¡ta:

|AD| < |DC|+ |CA| < |DC|+ |CB|+ |BA|

przy czym »adne 3 punkty nie s¡ wspóªliniowe, wi¦c nierówno±¢ trójk¡ta mo»na stosowa¢. �

2. Znale¹¢ wszystkie pary (a, b) liczb caªkowitych, takich, »e

dla ka»dej niezerowej liczby caªkowitej x liczba x2 + ax + b jest pierwsza.

Rozwi¡zanie. Odpowied¹: Takie pary nie istniej¡.

Niech pomocniczo f(x) = x2 + ax + b.

Zaªó»my, »e taka para (a, b) istnieje, czyli f(x) jest pierwsze dla wszystkich x poza 0.

Rozwa»my najpierw przypadek b = 0. Mamy wykaza¢, »e x(x + a) jest pierwsze dla wszystkich x
poza 0 � to jest oczywista bzdura.

A wi¦c b 6= 0. Mo»emy zatem twierdzi¢, »e dla ka»dego k niezerowego liczba

f(kb) = k2b2 + akb + b = b(k2b + ka + 1)

jest pierwsza.

Zaªó»my, »e b 6= 1 i b 6= −1, a wi¦c dla ka»dego niezerowego caªkowitego k musi by¢ k2b + ka + 1 =
1 lub k2b + ka + 1 = −1, gdy» iloczyn b i k2b + ka + 1 jest liczb¡ pierwsz¡.

Wielomian bx2 + xa + 1 przyjmuje niesko«czenie wiele razy warto±¢ 1 lub niesko«czenie wiele razy
warto±¢ −1 ( we wszystkich niesko«czenie wielu liczbach caªkowitych niezerowych przyjmuje jedn¡ z



tych warto±ci). Ale wielomian, który niesko«czenie wiele razy przyjmuje t¦ sam¡ warto±¢ jest staªy
(to jest u»ycie mocnej teorii), zatem bx2 + xa + 1 ≡ 0 (równo±¢ wielomianów), b = 0, sprzeczno±¢.

Z tego wszystkiego wynika b = ±1.

Zaªó»my, »e a 6= 0. Wtedy −a 6= 0, wi¦c

f(−a) = b

jest pierwsza. Ale to nieprawda, gdy» b = ±1.

Zatem a = 0. Skoro b = ±1 to mamy ju» tylko dwa przypadki:

x2 + 1 lub x2 − 1

warto±ci obu tych wyra»e« nie s¡ liczbami pierwszymi ju» dla x = 3. Sprzeczno±¢.

3. W trójk¡cie ostrok¡tnym ABC k¡t przy wierzchoªku C ma miar¦ 45◦ oraz |AB| = 1. Punkty D,E
le»¡ na bokach BC, AC odpowiednio, oraz AD ⊥ BC, BE ⊥ AC. Obliczy¢ |DE|, odpowied¹
uzasadni¢.

Dowód. Rozwi¡zanie znajduje si¦ na o�cjalnej stronie podlaskiego konkursu matematycznego �
tj. na signum.pb.bialystok.pl lub (mo»e w jakiej± przyszªo±ci) www.ptm.pb.bialystok.pl

w dziale �Konkurs Matematyczny PB 2010� zadania przygotowawcze dla gimnazjum � rozwi¡za-
nia. �

4. Wykaza¢, »e istnieje liczba postaci 11 . . . 1 podzielna przez 7052010705201.

Dowód. Niech n = 7052010705201. Zauwa»my, »e liczba n jest wzgl¦dnie pierwsza z 10 tj.
NWD(n, 10) = 1.

Bierzemy liczby
1, 11, 111, . . . , 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

n+1

Jest ich n+1 a reszt z dzielenia przez n jest n, wi¦c które± dwie daj¡ równe reszty z dzielenia przez
n:

n| 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
k

− 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
l

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k−l

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
l

dla pewnych k < l.

Ale n jest wzgl¦dnie piewsze z 10, wi¦c

n| 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k−l

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
l

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k−l

·10l implikuje n| 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k−l

to ko«czy dowód. �


