Elimki elimki

Eliminacje trwajg 2h. Nie spodziewam sie, Ze wszyscy zrobig po 4 zadania w tak krotkim czasie — rzucitem
az cztery, zeby kazdy znalazt cos dla siebie.

1. Liczby x,vy, 2, t sa rzeczywiste dodatnie. Uzasadnié, ze

(a) Va2 +y2+ 22+ 2zy <x+/y2+ 22
DowoOD. Mozna to oczywiscie rozpatowaé przez podnoszenie do kwadratu, podobnie jak na-
stepny podpunkt, ale rozwigzanie jest inne.

Niech X = (0,0),Y = («,0),Z = (x 4y, 2). Nier6wnoé¢ z zadania mozna réwnowaznie zapisac
jako
IXZ| < |XY|+ |V Z|

a to jest nieréwnosé trojkata. |

(b) Va2 +22 < Va2 + 82 + /2 + 2 + /12 + 22
DowOD. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, niech:

A= (-20), B=(0,y), C=(t,0), D=(0,—x)
Wtedy nieréwnosé przeksztalca sie po postaci
|AD| < |DC| + |CB| + |BA]|
prawdziwej na mocy nieréwnosci trojkata:
|AD| < |DC|+ |CA| < |DC| + |CB| + |BA|

przy czym zadne 3 punkty nie sg wspoétiniowe, wiec nieréwnosé trojkata mozna stosowa¢. W

2. Znalez¢ wszystkie pary (a,b) liczb caltkowitych, takich, ze

dla kazdej niezerowej liczby catkowitej z liczba 22 + az + b jest pierwsza.

RozwiAZANIE. Odpowiedz: Takie pary nie istnieja.
Niech pomocniczo f(z) = 2? + ax + b.
Zalozmy, ze taka para (a,b) istnieje, czyli f(x) jest pierwsze dla wszystkich x poza 0.

Rozwazmy najpierw przypadek b = 0. Mamy wykazaé, ze x(z + a) jest pierwsze dla wszystkich x
poza 0 — to jest oczywista bzdura.

A wiec b # 0. Mozemy zatem twierdzi¢, ze dla kazdego k niezerowego liczba
f(kb) = K*b? + akb + b = b(k?b + ka + 1)

jest pierwsza.

Zalozmy, ze b # 11 b # —1, a wiec dla kazdego niezerowego catkowitego k musi byé¢ k2b+ ka +1 =
1 lub k2b+ ka + 1 = —1, gdyz iloczyn b i k?b + ka + 1 jest liczbg pierwsza.

Wielomian bxz? 4 xa + 1 przyjmuje nieskoriczenie wiele razy warto$é 1 lub nieskonczenie wiele razy
wartos¢é —1 ( we wszystkich nieskoniczenie wielu liczbach catkowitych niezerowych przyjmuje jedna z



tych wartosci). Ale wielomian, ktory nieskonczenie wiele razy przyjmuje te sama wartosé jest staly
(to jest uzycie mocnej teorii), zatem bx? + za + 1 = 0 (ré6wno$é¢ wielomianéw), b = 0, sprzecznoc.

7 tego wszystkiego wynika b = £1.
Zalozmy, ze a # 0. Wtedy —a # 0, wiec

f(=a)=b

jest pierwsza. Ale to nieprawda, gdyz b = +1.
Zatem a = 0. Skoro b = £1 to mamy juz tylko dwa przypadki:

2?24+ 11lub 2® -1
wartosci obu tych wyrazen nie sg liczbami pierwszymi juz dla x = 3. Sprzecznosé.

. W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku C' ma miare 45° oraz |AB| = 1. Punkty D, E
leza na bokach BC, AC' odpowiednio, oraz AD 1 BC, BE L AC. Obliczy¢ |DE|, odpowiedz
uzasadnié.

DowoOD. Rozwigzanie znajduje sie na oficjalnej stronie podlaskiego konkursu matematycznego —
tj. na signum.pb.bialystok.pl lub (moze w jakiej$ przysztosci) www.ptm.pb.bialystok.pl

w dziale “Konkurs Matematyczny PB 2010” zadania przygotowawcze dla gimnazjum — rozwiaza-
nia. |

. Wykaza¢, ze istnieje liczba postaci 11...1 podzielna przez 7052010705201.

DowoODp. Niech n = 7052010705201. Zauwazmy, ze liczba n jest wzglednie pierwsza z 10 tj.
NWD(n,10) = 1.

Bierzemy liczby
1,11,111,...,11...11
——

n+1

Jest ich n+1 a reszt z dzielenia przez n jest n, wiec ktéres dwie daja rowne reszty z dzielenia przez
n:
n|1l...11—11...11=11...10...0
—_——— Y= N
k 1 k—1 !

dla pewnych k < [.

Ale n jest wzglednie piewsze z 10, wiec

n[11...10...0=11...1-10" implikuje n|11...1
— N —
k—1 l k—1 k—1

to konczy dowdd. |



