Eliminacje do PTM

1. Dany jest kwadrat 4 x 4 wypelniony jedynkami oprocz trzech miejsc na przekatnej, gdzie wpisane sa
—1. Ruch polega na zmianie znaku wszystkich liczb w wierszu, kolumnie, lub na duzej przekatne;j.
Rozstrzygnij, czy da sie zamieni¢ wszystkie liczby na jedynki.

ROZWIAZANIE.
Odpowiedz: Nie da sie.

Udowodnimy, ze ilo§¢ —1 na planszy jest stale nieparzysta. Z tego wyniknie, ze nie da sie zamienié¢
wszystkich liczb na jedynki, gdyz jezeli daloby sig, to po ostatnim ruchu ilo§¢ —1 bylaby réwna 0,
a wiec parzysta.

Przed wykonaniem jakiekolwiek ruchu ilo§é —1 jest nieparzysta — mamy w 3 polach —1.
Zauwazmy, ze ruch nie zmienia parzystosci ilogci —1.
W kazdym ruchu zmieniany parzysto$¢ 4 liczb. Zaldézmy, ze przed ruchem w tych liczbach bylo &
liczb rownych —1. Po ruchu —1 bedzie 4 — k. Zatem ilo§¢ —1 zmieni sic 0 4 — k — k = 2(2 — k),
czyli o liczbe parzysta, zatem parzystosé ilosci —1 nie zmieni sie.

2. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n® — n jest podzielna przez 120.
ROZWIAZANIE.

120 = 3 -5 - 8, wiec wystarczy sprawdzié¢, dla ktorych n liczba n® — n jest podzielna przez 3, przez
51 przez 8.
Zauwazmy po pierwsze, ze

n® —n=n(n—1)(n+1)(n*+1)

Bezposrednio sprawdzajac reszty z dzielenia przez 3 (tj. przypadkin =3k, n =3k+1, n =3k +2)
i przez 5 stwierdzamy, ze

3[n® —nisn® —n
dla wszystkich n.

Te podzielnosci sq szczegolnymi przypadkami tzw. matego twierdzenia Fermata, mowigcego, Ze
p|lmP —m jezeli liczba p jest pierwsza, a m dowolna catkowita.

A wiec mamy rozstrzygnaé, dla jakich n liczba n® — n jest podzielna przez 8.
Rozwazmy przypadek n parzystego i nieparzystego.
(a) 2|n. Wynika stad, ze 2 jn — 1,2 fn+1i2 fn? + 1.
A wiee 8]n° —n =n(n+1)(n — 1)(n? + 1) wtedy i tylko wtedy, gdy 8|n.
(b) 2 [n, zatem 2|n — 1, 2|n + 1, 2|n? + 1, wiec

8| (n—1)(n+1)(n*+1)|n°—n
Odpowiedz: 120|n° — n dla n podzielnego przez 8 lub nieparzystego.

3. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
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Dowob.



Nier6wnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci
2
a
(f +c— b) >0

ktora jest oczywiscie prawdziwa. |

. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny ABC, k,l, m oznaczaja symetralne
odcinkow AI, BI,CI odpowiednio. Oznaczmy jako X,Y,Z punkty przeciecia prostych kI, I, m,
m, k. Uzasadnié, ze na sze$ciokacie ABCXY Z da si¢ opisa¢ okrag.

Dowob.

Lemat 1.1 Trgjkgt ABC jest wpisany w okrgg o. Niech I oznacza Srodek okregu wpisanego ABC,
S oznacza punkt przeciecia Al z okregiem o. Wtedy

|BS| =|CS| = |IS]

DowoOb.
Prosta Al jest dwusieczng, zatem £SAB = ZSAC. Ponadto LSAB = ZSCB i LSAC = £ZSBC
na mocy réwnosci katéow wpisanych w okrag. Y.aczac te zaleznosci uzyskujemy

£LSCB = £5BC

a wiec |SB| = |SC|.

Pozostaje udowodni¢ |SB| = |SI]|.

Oznaczmy « := /BAC, (:= LZABC, ~:= ZBCA.
Popatrzmy na trojkat AISB. Mamy

/ZIBS =3/2+ «/2 oraz LZISB =~

zatem ZSIB =180° — 3/2 —a/2 —v=«a/2 + 3/2 = LIBS.
Tak wiec trojkat 1.SB jest rownoramienny — |I.S| = |BS]|, co koniczy dowdd. [ |

Wracajac do zadania rozwazmy punkt S przeciecia Al z okregiem opisanym na ABC'. Lemat orzeka,
ze zachodza réwnosci
|SI| =|SB| oraz |SI| =|SC|

Przypomnijmy: Symetralna danego odcinka KL to inaczej zbior wszystkich punktéow réwnoodle-
gltych od K'i L.

Z powyzszych rownosci wynika, ze S lezy na symetralnej BI i na symetralnej C'I. Zatem S =Y,
czyli punkt Y lezy na okregu opisanym na ABC. Rozpatrujac analogicznie przeciecia Bl i CI z
okregiem dowodzimy, ze réwniez punkty X i Z leza na okregu opisanym na ABC, zatem na sze-
$ciokacie ABCXY Z da sie opisaé okrag. [



