Eliminacje do PTM

1. Dany jest graf nieskierowany, prosciej mowiac wierzchotki potaczone krawedziami (co najwyzej jedna
krawedz pomiedzy dwoma réznych wierzchotkami, nie ma krawedzi prowadzacych z wierzchotka do
tego samego wierzcholka). Stopniem wierzchotka nazywamy ilosé¢ krawedzi wychodzacych z tego
wierzchotka. Uzasadni¢, ze pewne dwa wierzchotki maja ten sam stopien.

DowoD. Zaltézmy, ze graf ma n > 1 wierzchotkow.

Zauwazmy, ze z warunkéw zadania wynika, ze wierzcholek moze mie¢ stopien

0,1,....n—1

Rozwazmy dwa przypadki:

(a) Istnieje wierzcholek stopnia 0.
Wierzchotek stopnia 0 nie jest polaczony z zadnym wierzchotkiem, wiec zaden wierzchotek nie
jest polaczony z nim, czyli nie istnieje wierzchotek stopnia n — 1.
Mamy n wierzchotkéw i n —1 mozliwych stopni: 0,1,...,n—2. Ktéres dwa wierzchotki musza
mie¢ ten sam stopien.

(b) Analogicznie jak w przypadku poprzednim — mamy n wierzchotkéw i n — 1 mozliwych stopni:
1,2,...,n—1.

2. Uzasadnij, ze liczba postaci 8k — 1 gdzie k € Z nie moze by¢ przedstawiona w postaci sumy trzech
kwadratéw liczb catkowitych.

Dowobp. Kwadraty liczb catkowitych daja reszty 0,1,4 z dzielenia przez 8:

n 011(2|3|4|5|6]|7
n? mod8 |01 ]4[1]0|1][4]1

Zauwwazmy tutaj, ze (n — k)? = k* mod n, wiec wystarczytoby policzyé reszty 0,1,2,3,4, co jest
krotsze :)

Gdyby zachodzita réwnosé
2?4y 4+ 22 =8k—1

dla pewnych z,y, z, k € Z, to musialaby takze zajs¢ réwnos¢
Ty +71y+7,=-1 mod8

gdzie ry, 7y, 7, € {0,1,4}.

Taka réwno$é nie zachodzi — bezposrednio sprawdzamy wszystkie mozliwosci. |

3. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n czesé catkowita liczby

n2+n

3

jest parzysta.

DowOD. Najprosciej bezposrednio to przeliczy¢.



Niech n bedzie dowolng liczba catkowita, n = 3k + r gdzie 0 < r < 2. Obliczam:

r2+rJ

{n2+nJ _ {9k2+6kr+r2+3k+r

= (3k? 2
3 3 J (3k= + k) + kr—|—{

Wystarczy sprawdzié, ze wszystkie wyrazy sumy po prawej sa parzyste.
2kr jest parzyste.
3k? + k jest takze parzyste, gdyz
32 =2k + k> =k>=k mod 2
3k +k=2k=0 mod 2

r? +r
3

Parzystosé [ J przeliczamy bezposrednio podstawiajac r = 0,1, 2. |

. Dane sy okregi O1, O, przecinajace sie w punktach A, B. Punkt P lezy na prostej AB, proste PX,
PY sa styczne do Oy, Oz odpowiednio. Uzasadnié, ze |PX| = |PY.

Dowob.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie o siecznych, wersja ze styczna) Niech dany bedzie okrgg o i
punkt P lezqcy poza okregiem o. Prosta PC jest styczna do o w C, inna prosta przechodzqca przez
P przecina o w A, B. Wtedy

PA|-|PB| = |PC]?

Stosuje twierdzenie dla punktu P, okregu O; i prostej AB:
|PX|? = |PA|-|PB]
oraz punktu P, okregu O, i prostej AB:
IPY[? = |PA|- |PB]

Uwaga: tutaj po cichu korzystamy z zatozenia, ze AB jest wspdlng cieciwg O1 i Os.

Laczac powyzsze rownosci: |PX|? = |PY|?, a wiec |PX| = |PY|. [ |



