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1. Ambasadorów 2009 pa«stw posadzono przy okr¡gªym stole, na którym umieszczone s¡ propor-
czyki pa«stw. Niestety »aden ambasador nie siedzi przy proporczyku swojego pa«stwa. Uzasadnij,
»e mo»na tak obróci¢ stóª, »e co najmniej dwóch ambasadorów b¦dzie siedziaªo przy wªa±ciwych
proporczykach.

Dowód. Mamy 2009 ró»nych obrotów stoªu � obroty o 0, 1, . . . , 2008. Dla obrotu o i niech Ambi

oznacza liczb¦ ambasadorów siedz¡cych przy swoich proporczykach. W szczególno±ci z zadania
wynika Amb0 = 0.

Ka»dy ambasador musi przy którym± obrocie tra�¢ na swój proporczyk, wi¦c

Amb0 + Amb1 + · · ·+ Amb2008 ≥ 2009

Uwzgl¦dniaj¡c Amb0 = 0:
Amb1 + · · ·+ Amb2008 ≥ 2009

Mamy 2008 liczb, których suma jest równa 2009, zatem która± z tych liczb musi by¢ wi¦ksza od 1,
co dowodzi (je»eli przypomnimy sobie co znaczyªo Amb) tezy. �

2. Dla jakich liczb caªkowitych n liczba 1! + 2! + · · ·+ n! jest kwadratem liczby caªkowitej?

Rozwi¡zanie.

Odpowied¹: Dla n = 1 i n = 3.

Przypadki n = 1, 2, 3, 4 przeliczamy r¦cznie.

Niech teraz n ≥ 5.

Liczby 5!, 6!, . . . , n! s¡ podzielne przez 10, zatem

1! + 2! + · · ·+ n! ≡ 1! + 2! + 3! + 4! ≡ 3 mod 10

Z drugiej strony mo»emy przeliczy¢, »e kwadraty nie daj¡ reszty 3 z dzielenia przez 10:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n2 mod 10 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

A wi¦c dla n ≥ 5 liczba 1! + 2! + · · ·+ n! nie jest kwadratem liczby caªkowitej.

3. Na ile sposobów da si¦ pokry¢ kwadrat 15× 15 kwadratami 3× 3 i 5× 5?

Rozwi¡zanie. Zaªó»my, »e mamy dane takie pokrycie a kwadratami 3× 3 i b kwadratami 5× 5.
Patrz¡c na równo±¢ pól

152 = 32 · a + 52 · b

stwierdzam, »e musi by¢ 52|a, gdy» 52|152 i 52|52b. Oczywi±cie 32a ≤ 152, zatem a ≤ 52, a wi¦c
ª¡cznie

a = 0 lub a = 25

Mamy dokªadnie dwa pokrycia � tylko kwadratami 3× 3 i tylko kwadratami 5× 5, odpowiadaj¡ce
warto±ciom a = 25 i a = 0.

4. Dwa rozª¡czne okr¦gi o1, o2 s¡ wpisane w k¡t BAC, tak, »e okr¡g o1 jest styczny do prostej BA
w X, za± okr¡g o2 jest styczny do AC w Y . Prosta XY przecina o1 jeszcze w X ′, za± o2 w Y ′.
Uzasadnij, »e |XX ′| = |Y Y ′|.
Dowód. Bez straty ogólno±ci niech o1 le»y bli»ej A ni» o2.



Niech T, Z b¦d¡ punktami styczno±ci: o1 do AC i o2 do AB.

Stosujemy dwa razy równo±¢ stycznych:

|TY | = |AY | − |AT | = |AZ| − |AX| = |XZ|

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie o siecznych, wersja ze styczn¡) Niech dany b¦dzie okr¡g o i

punkt P le»¡cy poza okr¦giem o. Prosta PC jest styczna do o w C, inna prosta przechodz¡ca przez

P przecina o w A, B. Wtedy

|PA| · |PB| = |PC|2

Stosujemy twierdzenie o siecznych dla punktu X i okr¦gu o2:

|XY ′| · |XY | = |XZ|2

oraz dla punktu Y i okr¦gu o1:
|Y X ′| · |XY | = |Y T |2

Skoro |XZ| = |Y T |, to
|XY ′| · |XY | = |Y X ′| · |XY |

|XY ′| = |Y X ′|

|Y Y ′| = |XY | − |XY ′| = |XY | − |Y X ′| = |XX ′|
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