Eliminacje do PTM — @gmail

1. Ambasadoréw 2009 panstw posadzono przy okraglym stole, na ktérym umieszczone sy propor-
czyki panstw. Niestety zaden ambasador nie siedzi przy proporczyku swojego panstwa. Uzasadnij,
ze mozna, tak obrécié¢ stél, ze co najmniej dwoch ambasadoréw bedzie siedzialo przy wtasciwych
proporczykach.

DowoDp. Mamy 2009 roznych obrotéw stolu — obroty o 0,1,...,2008. Dla obrotu o i niech Amb;
oznacza liczbe ambasadoréw siedzacych przy swoich proporczykach. W szczegélnosci z zadania
wynika Amby = 0.

Kazdy ambasador musi przy ktéryms obrocie trafi¢ na swéj proporczyk, wiec
Ambg + Amby + - - - + Ambogog > 2009
Uwzgledniajac Amby = 0:
Amb1 + -+ Amb2008 Z 2009

Mamy 2008 liczb, ktérych suma jest réwna 2009, zatem ktoéras z tych liczb musi byé wieksza od 1,
co dowodzi (jezeli przypomnimy sobie co znaczylo Amb) tezy. |

2. Dla jakich liczb calkowitych n liczba 1!+ 2! + - - - 4+ n! jest kwadratem liczby calkowitej?
ROZWIAZANIE.
Odpowiedz: Dlan=1in = 3.
Przypadki n = 1,2, 3, 4 przeliczamy recznie.
Niech teraz n > 5.

Liczby 5!, 6!, ...,n! sa podzielne przez 10, zatem

N+20 4 +n!=114+2+3"+4'=3 mod 10

7 drugiej strony mozemy przeliczy¢, ze kwadraty nie daja reszty 3 z dzielenia przez 10:

n 0l1]2[3]4]5]6[7]879
n2 mod10 [0 1]4]9]6[5]6]9]4]1

A wiec dla n > 5 liczba 1! + 2! 4 - - - + n! nie jest kwadratem liczby catkowitej.

3. Na ile sposobow da sie pokry¢ kwadrat 15 x 15 kwadratami 3 x 31 5 x 57

ROzZWIAZANIE. Zalozmy, ze mamy dane takie pokrycie a kwadratami 3 x 3 i b kwadratami 5 x 5.
Patrzac na réwnosc pol

152=3%.a+5%b
stwierdzam, ze musi byé¢ 52|a, gdyz 52152 i 52|5%b. Oczywiscie 3%a < 152, zatem a < 5%, a wigc

tacznie
a=01luba=25

Mamy dokladnie dwa pokrycia — tylko kwadratami 3 x 3 i tylko kwadratami 5 x 5, odpowiadajace
warto$ciom a = 251 a = 0.

4. Dwa rozlaczne okregi 01,02 sa wpisane w kat BAC, tak, ze okrag oy jest styczny do prostej BA
w X, za$ okrag oy jest styczny do AC w Y. Prosta XY przecina o1 jeszcze w X', za$ oo w Y.
Uzasadnij, ze | X X'| = |YY’|.

DowoOD. Bez straty ogolnosci niech oy lezy blizej A niz os.



Niech T, Z beda punktami stycznosci: 01 do AC' i 05 do AB.

Stosujemy dwa razy rownosé stycznych:

TY| = |AY| - |AT| = |AZ]| - |AX]| = |XZ|

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie o siecznych, wersja ze stycznga) Niech dany bedzie okrgg o i
punkt P lezgcy poza okregiem o. Prosta PC' jest styczna do o w C, inna prosta przechodzgca przez
P przecina o w A, B. Witedy

|PA|-|PB| = |PC|?

Stosujemy twierdzenie o siecznych dla punktu X i okregu oo:
XY’ |XY|=|XZ]
oraz dla punktu Y i okregu o;:
YX'|-|XY|=|YT?

Skoro | XZ| = |YT]|, to
I XY'|-|XY]|=|YX']-|XY]|

| XY'| = [V X'|
[YY'| = |XY]| - |XY'| = |XY]| - |V X'| = | XX|



