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Rozdziat 1

= L CAMP

obdz matematyczno - informatyczny

Z.adania

1.1 Dzien I

Zadanie SR 1.1

Z cyfr1,2,3,4,5,6,7,8,9 utworzono wszystkie mozliwe liczby czterocyfrowe o réoznych
cyfrach. Podaj sume tych liczb. Uzasadnij swoja odpowiedz.

Zadanie SR 1.2

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnos¢

4224+ 0 < (n+1)"Hh

Zadanie SR 1.3

Rozwiaz w liczbach catkowitych réwnanie

T+ 2y + vy = 5.
1.2 Dazien 11

Zadanie SR 2.1

W trapezie ABCD o podstawach AB i C'D punkt O jest punktem przeciecia przekat-
nych. Wiedzac, ze pola tréjkatow AOB i COD sa odpowiednio réwne p? i ¢2, oblicz pole
tego trapezu.

Zadanie SR 2.2
Zmajdz wszystkie czworki liczb catkowitych nieujemnych = < y < z < t spetniajace

roOwnanie
ol +yl+ 2=t



1.3. DZIEN IIT ROZDZIAL 1. ZADANIA

Zadanie SR 2.3
Wyznacz wszystkie naturalne n takie, ze liczby od 1 do n?+n mozna ustawié¢ w tablicy

n X (n+ 1) w ten sposéb, by réwne byty sumy liczb w kazdym wierszu i réwne byly sumy
liczb w kazdej kolumnie.

1.3 Dzien 111

Zadanie SR 3.1

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AB| = |AC|. Wykaz, ze dla do-
wolnego punktu K lezacego na podstawie BC' tego tréjkata zachodzi réwnosé

|AB|? = |AK|* + |BK| - |CK].
Zadanie SR 3.2

Zmajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie n takie, ze

nd+3
n?+7

jest liczba catkowita.
Zadanie SR 3.3

Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania 241 = b? w liczbach catkowitych nieujemnych
a,b.

1.4 Dzien V

Zadanie SR 5.1

Mamy 20 workow i 20 kotéw. Dla kazdego worka i kazdego kota ustalamy cene, przy
czym worek moze kosztowaé¢ od 2 zt 10 gr do 4 zl, kot od 10 zt do 12 zl, a ceny sa
wielokrotnosciami 1 gr. Czy mozna tak ustali¢ ceny workéw i kotéw, zeby kazdy zestaw
kot+worek byl w innej cenie?

Zadanie SR 5.2

Wybrano 17 liczb catkowitych ze zbioru {1,2,...,50}. Uzasadnij, ze istnieja wsrdd
nich dwie, ktore nie sg wzglednie pierwsze.

Zadanie SR 5.3

Punkt P lezy wewnatrz okregu opisanego na AABC, po tej samej stronie odcinka BC
co A. Wykaz, ze miara kata <BPC' jest wicksza od miary <BAC.
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ROZDZIAL 1. ZADANIA 1.5. MECZ MATEMATYCZNY

1.5 Mecz matematyczny

Zadanie SR M.1

Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (m,n) takich, ze 4 - (mn + 1) jest
podzielne przez (m + n)?.

Zadanie SR M.2
Znajdz wszystkie tréjki (a, b, p) takie, ze a,b, p sa catkowite dodatnie, p jest pierwsze
i zachodzi
2¢ + pP = 19",
Zadanie SR M.3
W szesciokacie wypuktym ABC' DFEF wszystkie katy maja te sama miare. Wykaz, ze
AB+ BC =DE + EF.

Zadanie SR M.4

Rozwiaz uktad réwnan:

xy+z=t
yz+t=ax+1
s+ =y+2
lr+y=2—-3

w liczbach rzeczywistych z,y, 2, t.
Zadanie SR M.5

Smok ma 1000 gtéw. Jogi moze zadawaé cztery rodzaje cie¢ mieczem: przy pierwszym
rodzaju Jogi Scina smokowi doktadnie 33 glowy, ale 48 nowych odrasta, przy drugim
rodzaju Jogi $écina doktadnie 21 gtow i zadna nie odrasta, przy trzecim Jogi Scina doktadnie
17 gtow, a odrasta 14, a przy czwartym Jogi Scina doktadnie jedna gtowe, na miejscu ktorej

odrasta az 349 nowych. Smok zostanie zabity, gdy w wyniku walki nie bedzie mial zadnej
glowy (i zadna glowa nie odrosnie). Czy Jogi moze zabié¢ smoka?

Zadanie SR M.6
Niech a bedzie liczbg rzeczywista dodatnia. Znajdz wszystkie rozwigzania rownania
i+ (a—x1)? + 25+ (a — 22)° + ...+ 25, + (@ — 9011)* = 2011 - @®

w liczbach rzeczywistych xq, ..., 29911 takich, ze 0 < z; <a dlat=1,2,...,2011.



1.6. TRUDNIEJSZE ROZDZIAL 1. ZADANIA

Zadanie SR M.7T

1. Dowiedz, ze krawedzi szeScianu nie da si¢ tak ponumerowac liczbami od 1 do 12, by
suma numerow krawedzi wychodzacych z kazdego wierzchotka byta taka sama.

2. Czy mozna spetni¢ powyzszy warunek, numerujac krawedzie dwunastoma réznymi

liczbami ze zbioru {1,2,...,13}7

Zadanie SR M.8

Czy w nieskonczonym ciggu arytmetycznym postaci a-n+b, n=1,2,3,... gdzie a, b
sg catkowite dodatnie:

1. Musi istnie¢ wyraz bedacy potega liczby naturalnej?
2. Moze istnie¢ nieskonczenie wiele wyrazéw bedacych potegami liczb naturalnych?
Uznajemy, ze potega musi mieé¢ podstawe i wykladnik wieksze niz 1.

Zadanie SR M.9

Niech S bedzie potokregiem o srodku O i érednicy AB. Okrag C o $rodku P jest
styczny do S; i styczny do AB w O. Okrag Cs jest taki, ze jego srodek, @, lezy na AB
i (5 jest styczny do S, C. Punkt R jest taki, ze OPRQ) jest prostokatem. Uzasadnij, ze
istnieje okrag o srodku R styczny do Sy, Cq, Cs.

Zadanie SR M.10

Kwadrat o boku dtugoéci 1 pokryto m? prostokatami. DowiedZ, ze obwdd pewnego
z tych prostokatow jest wiekszy lub rowny %.

1.6 Trudniejsze

Zadanie SR T.1

Udowodnij, ze dla wszystkich catkowitych dodatnich n zachodzi nieréwnosé

Zadanie SR T.2

Rozstrzygnij, czy wsrod liczb catkowitych nieujemnych podzielnych przez 4 i mniej-
szych od 10%°M jest wiccej liczb zawierajacych czy niezawierajacych 1 w zapisie dziesiet-
nym.
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Zadanie SR T.3

Niech AABC bedzie tréjkatem rownobocznym o polu 1, zas P punktem w jego wne-
trzu. Przez D, E, I’ oznaczamy rzuty prostokatne P odpowiednio na BC,C A, AB. Znajdz
najmniejsza mozliwa sume pol trojkatow ABDP, ACEP, AFAP.

Zadanie SR T.4

Zmajdz wszystkie liczby dodatnie x,y spetniajace uktad rownan

I.:H—Zy — yy—2as
ry =1

Rozdziat 2

= ICAMP

Rozwigzania

2.1 Dzien I

Rozwigzanie SR 1.1

Zapiszmy kazda liczbe abed z sumy jako 1000 - a + 100 - b+ 10 - ¢ + d.

Ile razy pojawi sie w tak zapisanej sumie sktadnik 1000-17 Za b mozemy wzig¢ dowolna
cyfre nieréwnag 1, wiec b mozemy wybra¢ na 8 sposobéw. Cyfry ¢, d mozemy wybracé na 7
i 6 sposoboéw odpowiednio, wiec sktadnik 1000 - 1 pojawi si¢ w sumie 8 - 7 - 6 razy.

Sktadnik 1000 - 1 nie jest w zaden sposéb wyjatkowy — kazdy sktadnik postaci 10% -z
znajdzie sie w sumie 8 - 7 - 6 razy. Catkowita suma wynosi wiec

(1000 -1+ 1000-2+...41000-94100-1+ ...+ 100 - 9+
+10-14+...4+410-94+1+4...49)-8-7-6=

(1000 +1004+10+1)- (1 +2+...49)-8-7-6 =
(I+2+...49)-1111-8-7-6 = 16798320.

Rozwigzanie SR 1.2

Udowodnijmy powyzsza nieréwnos¢ za pomoca indukcji. Dla n = 1 nierowno$é¢ za-
chodzi, gdyz 1! < 22. Zalézmy teraz, ze nieréwno$é jest spetniona dla n i dowiedZmy jej
prawdziwosci dla n + 1.

P22+ 40"+ (n+ )" < (n+ )"+ (n+ )" =2-(n+ )" < 2. (n+2)"T <

11



2.2. DZIEN II ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

<n+2)- (n+2)"" = (n+2)"2
Nieréwnosé jest zatem spekliona dla kazdego naturalnego n > 1.

Rozwigzanie SR 1.2 II
I[stnieje roéwniez rozwigzanie nie uzywajace indukcji:

P22 40" <1" 2"+ 40" <n"+n"+.. . 40" =n-n"=n"" < (n+1)"T

Rozwigzanie SR 1.3

Zauwazmy, ze

1 2
5=3xy+2y+z=(3x+2) (y—l—g) — g wige (Bx+2)-(3y+1)=1T7.

Liczba 17 jest pierwsza, wiec istnieja cztery mozliwosci:
1. 3x+2=1713y+ 1 =1, skad (x,y) = (5,0),
2. 3c+2=113y+1=17, skad (z,y) = (—%,% ,
3.3042=-17i3y+1=—1,skad (z,y) = (%, %),
4. 3x+2=—-11i3y+1=—17, skad (z,y) = (—1,—6).

Jedynymi rozwiagzaniami sa zatem pary (5,0) i (—1, —6).
2.2 Duzien II

Rozwigzanie SR 2.1

Niech [F]| oznacza pole figury F.

Katy naprzemianlegte sa rowne, wiec <DCA = <BAC
i <CDB = <ABD, stad na mocy cechy podobienstwa
(k, k, k) trojkat AABO jest podobny do AC'DO. Skala podo-

bienstwa wynosi v/p?/q> = p/q. A E B

Korzystajac z powyzszego obliczamy

[AOD] AO P
q

[AOD]:m'[COD]ZE'QQZ q° = pg.

Analogicznie [COB] = pq. Tak wiec

[ABCD] = [AOB] + [BOC|] + [COD] + [DOA] = ¢* + pqg + p* + pg = (p + q)*.

12



ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.3. DZIEN III

Rozwigzanie SR 2.2

Przypomnijmy, ze 0! = 1,1 = 1,2 =211 ogélnie n! =n - (n — 1)
Skoro z!,y! > 0, to 2! < t!, wiec z < t, czyli 2! < (t — 1)!. Skoro z,y < z, to

th=al+yl+ 20 <321 < 3(t — 1)! wiee t < 3.

Z drugiej strony t! =zl +yl+ 2! > 1+ 141 > 2!, wiec t > 2. Lacznie t = 3, wiec
t'=al+yl+ 2! <204+ 21+ 2! =6 = t! . Musi zaj$¢ réwnosé, wiec istnieje tylko jedno
rozwiazanie: (2,2,2,3).

Rozwigzanie SR 2.3

Zatozmy, ze istnieje n spelniajace warunki zadania. Niech S bedzie suma liczb w ta-
blicy. Wtedy S jest réwniez suma liczb od 1 do n? + n, wiec S = w

Skoro w tablicy réwne sg sumy liczb w wierszach oraz sumy liczb w kolumnach, to
S dzieli sie zarowno przez n, jak i przez n + 1. Liczby te sa wzglednie pierwsze, zatem

(n? + n)}w Tymczasem

(n*+n)(n*+n+1) n*4+n+1 ¢7
2(n? +n) B 2 ’

gdyz n? +n + 1 jest nieparzyste dla kazdego n. Sprzeczno$é pokazuje, ze zadane n nie
istnieje.

2.3 Dzien III

Rozwigzanie SR 3.1

Niech D bedzie spodkiem wysokoSci opuszczonej z wierz- A
chotka A.

Skoro AABC' jest réwnoramienny, to, ewentualnie zamienia-
jac oznaczenia wierzchotkow B i C, co nie zmienia tezy, mo-

zemy zatozy¢, ze K lezy na odcinku BD. h
Oznaczmy dtugosci odcinkow AD, DK, KB jako h,x,y odpo-

wiednio. Wtedy |CD| = |BD| = = +y. Z twierdzenia Pitago- y |z TTY
rasa wynikajg rownosci B K D C

|AB)* = h* + (z+y)* = (B* + 2°) + 22y + y° =
AK|* +y(2x +vy) = |AK|* + |BK| - |CK].

Uwaga: Teza zadania jest rowniez (bardzo) szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Ste-
warda.

Rozwigzanie SR 3.2

n?+7 n2+7 n2+7
jest ujemny, wiec jezeli jest on liczbg catkowita, to jest nie wiekszy od —1:

~n+3<(=1)-(n*+7), czyli Tn—3 > n’+7 wiec 0 > n* — T +10 = (n—2)- (n—5).

Zauwazmy, ze n® +3 = ((n®> +7) — 7) n+ 3, stad 513 = p 4 =143 Ulamek =73

13



2.4. DZIEN V ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

Moze si¢ to zdarzy¢ tylko, gdy n € {2,3,4,5}. Sprawdzamy te cztery mozliwosci i stwier-
dzamy, ze utamek z zadania jest liczba catkowitg dla n = 2 lub n = 5.

Rozwigzanie SR 3.3

Zauwazmy, ze 2* = b* — 1 = (b—1)(b+ 1), wigc liczby b — 1,0+ 1 sa potegami dwojki
jako dzielniki 2.

Zauwazmy, ze b = 0,1, 2 implikuje sprzecznosé¢, wiec b > 3, czyli b + 1 > 4. Liczba
b+ 1 jest potega dwojki nie mniejsza od 4, wiec jest podzielna przez 4: b+ 1 = 4k. Tym
samym b — 1 = 4k — 2 jest potega dwojki niepodzielng przez 4ib—1 > 2, wiec b—1 = 2,
b =3, a = 3. Otrzymujemy jedyne rozwiazanie: (a,b) = (3, 3).

2.4 Dzien V

Rozwigzanie SR 5.1

Zauwazmy, ze cena za zestaw kot+worek jest z przedzialu od 12 zt 10 gr do 16 zl.
Mozliwych cen jest zatem 1600 — 1210+ 1 = 391, natomiast samych zestawow kot+worek
mamy na sprzedaz 20 - 20 = 400. Jest wiecej zestawdéw niz mozliwych cen, wiec pewne
dwa zestawy maja taka samg cene.

Rozwigzanie SR 5.2

Obliczamy, ze w zbiorze A = {1,2,...,50} jest 15 liczb pierwszych:
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47.

Zauwazmy, ze liczby a,b nie sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy maja
wspolny dzielnik pierwszy.

Kazda liczba ze zbioru A oprécz liczby 1 dzieli sie przez pewien dzielnik pierwszy.
Mozliwych dzielnikow pierwszych jest 15, a liczb w wybranym podzbiorze A réznych od
1 jest co najmniej 16, wiec pewne dwie liczby dzielg sie przez ten sam dzielnik pierwszy.

Rozwigzanie SR 5.3

Niech A" bedzie dowolnym punktem okregu opisanego takim, ze P A
lezy wewnatrz AA'BC (przyktadowo A" moze by¢ punktem prze- C o
ciecia okregu i prostej przechodzacej przez P i srodek odcinka BC, 7

jak na rysunku). Wtedy
<BPC = 180° — <PBC — <PCB > B A
A
> 180° — <A'BC — <A'CB = <BA'C = <BAC.

14



ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.5. MECZ MATEMATYCZNY

2.5 Mecz matematyczny

Rozwigzanie SR M.1

Teza z podzielnosci nie zmieni sie, jezeli zamienimy n, m miejscami, wiec mozemy (ew.
zamieniajac) zatozyé m > n.
Skoro (m +n)?[4 - (mn + 1) i obie te liczby sa dodatnie, to (m +n)? < 4 - (mn + 1),
po przeksztalceniu
(m —n)* < 4.

Skoro m > n to m—n > 0 wiec mozemy wyciagnaé pierwiastek z poprzedniej nieréwnosci
otrzymujac 0 < m — n < 2. Rozwazamy powstate trzy przypadki:

1. m—n=0, czyli m = n.

W tym przypadku podzielnoéé przybiera postaé 4-n? ‘4- (n?41), czyli n?|n*+1, n?|1.
Otrzymujemy jedyne rozwigzanie m = n = 1.

2 m—m=1m=n+1.

Po podstawieniu do podzielnosci z zadania otrzymujemy
(2n+1)*|4- (n(n+1) +1) stad (2n + 1)*|n(n+1) + 1.
Ale 2n+1)? > n(n+1) + 1 > 0, wigc otrzymujemy sprzecznosé.

3. m—n=2m=n+2. W tym przypadku (m+n)* = (n+2+n)*>=(2-(n+1))* =
4-(n+1)*=4-(nm+1), wiec oczywiscie (m + n)?|4 - (nm + 1) dla kazdego n.

Pozostaje spisa¢, kiedy zachodzi podzielnos¢, pamietajac o dodatkowym zalozeniu m > n:
Podzielnos¢ z zadania zachodzi, gdy m =n=1lubm =n—2lubn=m — 2.

Rozwigzanie SR M.2
Skoro 17’19 —2to 17‘19“ — 2% = pb, zatem p = 17. Popatrzmy na réwnos¢ mod 9:
2" +(=1)»=1 mod 9.
oczywiscie 2¢ Z 0, wiec 2* =2 mod 9, stad a =1 mod 6, w szczegdlnosci a jest niepa-
rzyste: a = 2k + 1.

Zatoézmy, ze a > 1. Przepiszmy réwnos¢ w postaci

17 =19 =2 = (19— 2) (19" + 19224 ... +2°7"),
czyli 1771 =197t 4199722 4 4207}

i rozwazmy te rownos¢ mod 4:
1=3v"14302.2=3% 1 3% 1. o= ()% + (—1)*1.2=3 mod 4.

Sprzeczno$é. Musi by¢ wiec a = 1 1 jedyne rozwigzanie to a =b=1,p = 17.
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2.5. MECZ MATEMATYCZNY ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

Rozwigzanie SR M.3
Kazdy z katow danego szesciokata ma miare (G—Q)T&SOO = A
120°. Skoro <EFA + <FAB = 240° > 180° to FF E D
i AB przecinajg sie w pewnym punkcie X, ktory lezy
po przeciwnej stronie F'A niz sze$ciokat. Analogicznie C
pary prostych AB i CD oraz CD i EF przecinaja sie F
w punktach Y i Z, ktore lezg po przeciwnej stronie pro-
stych odpowiednio BC'i DFE niz szeSciokat. X A B Y

Skoro <X FA =180° — <EFA =60° i <XAF = 180° — <FAB = 60°, to <F XA =
180° — <X FA — <XAF = 60°. Podobnie dowodzimy, ze wszystkie katy w trojkatach
ABYC, ADZFE maja po 60°. Wynika stad, ze trojkaty AF XA ABYC,ADZFE oraz
trojkat AXY Z sa rownoboczne. Obliczamy

AB+BC =AB+BY =AY =XY - XA=7X-FX =/F=7ZF+FEF =DE+FEF.

Rozwigzanie SR M.4

Dodajac réwnania stronami, otrzymamy zy + yz + zt + tx = 0, rbwnowaznie (x +
2)(y +t) = 0. Wynika stad, ze z = —x lub t = —y. Rozpatrzmy oba te przypadki:

l. 2= —=x.

Podstawiajac do pierwszego i drugiego rownania, otrzymamy uktad
zy—x =1
—zy+t=x+1,

co po zsumowaniu stronami da nam 2z = —1, x = —1/2, z = 1/2. Podstawiajac to
do drugiego i trzeciego réwnania, otrzymamy y = —9/5, t = 7/5. Sprawdzamy, ze
ta czworka spelnia wszystkie rownania wyjsciowego uktadu.

2. t=—y.

Podstawiajac do pierwszego i czwartego réwnania, otrzymamy

ry+z=-y
-y +y=2z-—3.

Dodajac stronami i dzielac przez 2, otrzymamy y = —3/2, t = 3/2. Podstawiajac to
do pierwszego i drugiego réwnania, otrzymamy x = —7/13, z = 9/13. Ta czwérka

rowniez spelhia wyjsciowe rownania.

Istnieja dwa rozwiazania uktadu:

1 917 7 3 9 3
T oy EraE oraz T 1ea' Aa'de’a |
2° 525 137 2713 2
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ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.5. MECZ MATEMATYCZNY

Rozwigzanie SR M.5

Zwroéémy uwage, ze niezaleznie od rodzaju
ciecia zadanego przez Jogiego liczba glow
smoka zmienia si¢ o liczbe podzielng przez
3. Przy pierwszym rodzaju ciecia liczba gtow
smoka wzrasta o 48 — 33 = 15 = 3 - 5, pray
drugim maleje o 21 = 3 -7, przy trzecim
zmniejsza si¢ 0 17 — 14 = 3 = 3 -1, a przy
czwartym zwieksza sie 0 349 — 1 = 348 =

3-116.
Wymnika stad, ze w wyniku zadawanych przez Jogiego cioséw nie zmienia si¢ reszta

z dzielenia liczby gtéw smoka przez 3.

Réwnosé 1000 = 3 - 333 4+ 1 pokazuje, ze przed walka liczba gléw smoka dawata reszte
1 z dzielenia przez 3. Z naszego rozumowania wynika, ze pomimo zmagan Jogiego, reszta
ta nie ulegnie zmianie. Zatem Jogi nie moze zabi¢ smoka, gdyz woéwczas smok nie miatby
zadnej gtowy, czyli reszta z dzielenia liczby gtéw smoka przez 3 wyniostaby 0.

Rozwigzanie SR M.6

Zauwazmy, ze T3 + (a — x;)* = a® + 227 — 2ax; = a® + 2x;(z; — a) < @?, przy czym
réwnos¢ zachodzi, gdy 2z;(x; — a) = 0, czyli gdy ; = 0 lub z; = a.
Sumujac nieréwnosci 2?2 + (a — x;)> < a? dlai = 1,2,...,2011, stwierdzamy, ze

224 (a—21)? + 23+ (a—29)* + ...+ 23y, + (@ — 29011)? < 2011 - a?

i réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy kazde z x; ma warto$¢ a lub 0. Tak wiec
rozwiagzaniami réwnania z zadania sa wszystkie takie ciagi (21, 2o, . .., T2011), ze z; € {0, a}
dla wszystkich 7.

Rozwigzanie SR M.7

1. Zal6zmy, ze zadane numerowanie istnieje. 5 7
Kazda z krawedzi sze$cianu przylega do dwdch wierzchotkow, 4'
zatem podwojona suma wszystkich liczb powinna by¢ po-
dzielna przez ilos¢ wierzchotkow — 8. Tymczasem podwojona 13

suma jest réwna 2 - % = 12 - 13. Sprzecznosc.

2. Przy wyborze liczb ze zbioru 1,2, ..., 13 istnieje wiele mozli-

wych numerowan. Przyktad na rysunku.
Kluczem do szybkiego skonstruowania numerowania jest zatozenie, jaka ma byé suma

w wierzchotku. Suma ta musi byé réwna (13-14 —2-a)/8, gdzie a € {1,2,...,13}, moze
byc¢ wiec rowna 22, jezeli odrzucimy 3, 21 jezeli odrzucimy 7 itd.

Rozwigzanie SR M.8
1. Nie. WeZzmy a = 9,b = 3, innymi stowy wyrazy ciagu sa postaci 9n + 3. Zatézmy, ze

pewien wyraz, 9ng + 3, jest potega s™, gdzie liczby s, m, ng sa catkowite dodatnie,
s,m = 2.
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2.6. TRUDNIEJSZE ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

Skoro 3(3ng+1) = 9ng+3 = s™, to 3‘3’”, wiec 3|s, wiec 3m‘sm, azem = 2to 9|sm.
Skoro tak, to 9|9n0 + 3, czyli 9|3. Sprzecznosé.

2. Tak. Przyktadem jest ciag 1-n + 1, czyli ciag liczb catkowitych wiekszych od 1.

Rozwigzanie SR M.9

Korzysta¢ bedziemy wielokrotnie z nastepuja-
cego faktu: jezeli okregi sg styczne, to ich srodki
oraz punkt stycznosci leza na jednej prostej.
Aby udowodnié¢ teze, trzeba pokazaé, ze odle-
glodci punktu R od Sy, Cy, Cy sg rowne.
Pokazemy najpierw, ze odlegtosci R od C i (5
sa rowne.

%I

|

:
Niech P, R’ oznaczaja punkty przeciecia Aw @) B
OP,OR z S, odpowiednio. Cy

Oznaczmy przez r odlegtosé¢ R od C4, a przez ¢q,co — promienie Cy, Cs.

Z definicji r = RP — ¢, = QO — ¢1, gdyz OPRQ) jest prostokatem.

Ale QO 4+ ¢ = QO + AQ = AO = P'O = 2 ¢, wiec QO = 2 - ¢; — ¢, stad
r=2-¢c —C —C = —Cy, Wiec r + ¢ = ¢y = PO = R(Q), a wicc odlegtos¢ R od C5 to
réwniez 7.

Odlegtosé R od S, to RR' = R'O — RO. Przekatne prostokata sg réwne, wiec RO =
PQ = ¢; + ¢. Ponadto R'O = PO =2 ¢, wiecc RR' = RO —RO=2-¢; — (1 + ) =
c1 — ¢ = r. To konczy dowdd.

Rozwigzanie SR M.10

Zatézmy, ze prostokat z tezy nie istnieje, a wiec obwod kazdego z prostokatow jest
mniejszy niz %.

Oszacujmy pole prostokata w zaleznosci od obwodu. Jezeli prostokat P ma boki a, b,
czyli obwod o = 2a + 2b, to jego pole szacuje sie

1 1 1
b< ~(a+b)? = — (2a+2b)* = —0o°.
a \4(a~|— ) 16( a+ 2b) T
! a wiec pola mniejsze
2

Z zatozenia wszystkie prostokaty maja odwody mniejsze od 4m™
od 1—16 (%)2 = # Suma poél wszystkich prostokatéw jest wiec mniejsza niz m~ - # =1,
a wiec mniejsza od pola kwadratu o boku 1, co przeczy warunkom zadania. Otrzymana
sprzecznos¢ pokazuje, ze istnieje co najmniej jeden prostokat o obwodzie wiekszym lub

rownym %.
2.6 Trudniejsze

Rozwigzanie SR T.1

Zauwazmy, ze dla n = 1 nierownos¢ jest prawdziwa. W dalszej czesci rozwigzania
zaktadamy n > 2.
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ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.6. TRUDNIEJSZE

Dla kazdego n € N, zachodzi

1 . T 4dn + 3 < 4dn + 2 1
2n+1 2n+2 (2n+1)2n+2) " 2n+1)2n+2) n+1

Przez indukcje udowodnimy ze

1 N 1 N +1>7
n+1 n+2 7 2n7 12

i tym samym dowiedziemy zadanej nieréwnosci, gdyz sktadnik % jest dodatni dlan € N.

Sprawdzamy warunek bazowy dla n = 2: % + i = 1—72 > 1—72

Zatozmy, ze dla pewnego k zachodzi nieréwnoscé

1 n 1 n +1 7
k+1 k+2 2k =

Pokazemy, ze zachodzi ona rowniez dla k + 1:

1+1++1+1+1>1+1++1+1>7
k+2 k+3 ok 2k+1 2k+27 k+2 k+3 7 2k k+17 12

1

gdzie pierwsza nierownos¢ wynika z udowodnionej wcze$niej nierownosci m+2 s 2

a druga z zatozenia indukcyjnego.
Tym samym na mocy zasady indukcji matematycznej, udowodnilismy ? + n—+2 +
ot = 2n > dla n > 2, co konczy dowdd zadania.

Rozwigzanie SR T.2

Liczby catkowite nieujemne i mniejsze od 10?°'' mozemy interpretowaé jako liczby
ztozone doktadnie z 2010 cyfr (by¢ moze z zerami z przodu), dla uproszczenia nazwijmy
te liczby matymia.

Liczba catkowita nieujemna jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy jej dwie
ostatnie cyfry naleza do zbioru {00,04,08,12,...,96}.

Aby otrzymaé malq liczbe podzielng przez 4 wybieramy na 102°%® sposobéw pierwszych

2008 cyfr i na 25 sposobéw koncowke, zatem matych liczb podzielnych przez 4 jest 25 -
102008.

Liczb matych niezawierajacych 1 w swoim zapisie jest 9210 (liczymy tutaj réwniez

niepodzielne przez 4). Jezeli wige 9210 < 2. 25 102 to wigcej jest liczb z jedynky
W zapisie.
Nieréwnosé 92010 < £ . 25 . 10208 jest réwnowazna (%)2010
pokazuja, ze (%)7 < %, zatem (1%)21 < 1 tym bardziej (%)2010 < %.
Powyzsze rozumowanie dowodzi, ze hczb zawierajacych 1 j

tych niezawierajacych 1.

< %. Cierpliwe obliczenia
jest (wielokrotnie) wiecej niz
Rozwigzanie SR T.3

Pole figury F oznaczmy przez [F|. Wykazemy, ze [BDP]+ [CEP]+[AFP] = $[ABC].
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Przez punkt P poprowadzmy proste: k, [, m réwno-
legte odpowiednio do bokéw AC, BC', AB. Niech [
przecina AB i AC' odpowiednio w A; i As, k prze-
cina BC' i AB odpowiednio w B; i By oraz niech
m przecina AC' i BC' odpowiednio w Cy i Cs.
Trojkat B AP jest  rownoboczny,  gdyz
IPByA; = <CAB = 60° i <PABy; = <CBA =
60°. Analogicznie trojkaty CoB1 P, AsC1 P sa row-
noboczne. Figury AB,PC, BCyPA,,CAsPB; sa
rownolegtobokami.

Wysoko$¢ w tréjkacie réwnobocznym oraz prze-
katna w rownolegtoboku dziela wymienione figury
na dwie figury przystajace (wiec o réwnych po- A
lach), stad

1 1 1
[BDP) = [BCyP] + [C2DP] = 5[BC,PA|] + 5[CoB1 P = S [BB,PA)

Analogicznie dowodzimy, ze [CEP] = [CC,PB,] i [AFP] = 1[AA, PC]. Lacznie

1
2

(BDP| + [CEP| + [AFP] = » (BBPA,] + [CCLPBy] + [AA, PCy]) — %[ABC] _ %

N |

Suma [BDP] + [CEP] + [AFP] jest wiec niezalezna od wyboru punktu P i wynosi 1.
W szczegélnosci jest to najmniejsza mozliwa wartosc.

Rozwigzanie SR T.4

Z drugiego réwnania wynika, ze x # 0. Wyznaczamy z niego y = % i podstawiamy do
pierwszego réwnania, otrzymujac

Wynika stad, ze v =1 lub x + % =2r — %
Zatozmy x + % = 2r — %, czyli x — % = (. Zmienna z jest dodatnia; mnozac przez x
otrzymujemy x> — 3 =0, czyli = v/3 lub 2 = —/3 < 0.

Istnieja zatem dwa mozliwe rozwiagzania: (1,1) lub (\/g,\%), bezposrednio spraw-
dzamy, ze te pary sa istotnie rozwigzaniami wyjsciowego uktadu.
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ROZDZIAL 3. WYKLADY 3.1. ALGORYTM EUKLIDESA

Rozdziat 3

Wyktady =|-UBAMP

3.1 Algorytm Euklidesa

Zapis a mod n oznacza ‘“reszta z dzielenia a przez n”.

Definicja 1 (Najwiekszy wspolny dzielnik). Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb catkowitych
a,b (zakladamy a # 0 lub b # 0) to najwieksza liczba calkowita d taka, Ze d}a 7 d’b.
Oznaczamy to d = NW D(a,b).
Zavwazmy, ze NWD(a,b) = NWD(—a,b) = NWD(a,—b) = NWD(—a,—b), wiec
zawsze obliczajge NW D bedziemy zakladaé, ze a,b > 0.

Definicja 2 (Liczby wzglednie pierwsze). Jezeli NW D(a,b) = 1, to liczby a i b nazywamy

wzglednie pierwszymi.

3.1.1 Podstawowy algorytm.

Niech a, b beda liczbami catkowitymi nieujemnymi, przy czym a # 0 lub b # 0.
Najwickszy wspolny dzielnik ma znaczenie, dzigki obserwacji:

Obserwacja 3. NW D(a,b) = a wtedy i tylko wtedy, gdy a’b.

Zaskakujace, ale czasami prosciej obliczy¢é NW D(a, b) i poréwnaé to z a niz obliczy¢,
czy a}b.
Przy obliczeniu NW D(a,b) przydaja sie jeszcze dwie obserwacje:

Obserwacja 4. NW D(a,b) = NW D(a — kb, b) dla kazdego k calkowitego.

Dowdd. Jezeli d|a i d|b, to d|a — kb. Jezeli d|a — kb i d|b, to d|kb i d|(a — kb) + kb = a.
Te same liczby dzielg a i b oraz a — kb i b, wiec najwieksze z tych liczb sg réwne. [

Obserwacja 5. Jezeli liczby b i ¢ sq wzglednie pierwsze, to NW D(c-a,b) = NW D(a,b).

Do obliczenia NW D(a,b) mozemy wiec zastosowaé nastepujacy algorytm rekuren-
cyjny:

1. Zatézmy a > b,

2. Jezeli a # 0 to NWD(a,b) := NWD(a—b,b),

21



3.1. ALGORYTM EUKLIDESA ROZDZIAL 3. WYKLADY

3. ajezeli a =0, to NWD(a,b) :=b.

Przykladowo: NWD(7,2) = NWD(5,2) = NWD(3,2) = NWD(1,2) = NWD(2,1) =
NWD(1,1) = NWD(0,1) = 1.

Zadanie SR EUK.1
Dla jakich liczb naturalnych n utamek

3n+4
2n+5

jest liczbg catkowita?

Zadanie SR EUK.2
Dla jakich z catkowitych liczba 23 + 32% + 3x jest podzielna przez x* + 2x + 17

3.1.2 Przyspieszony algorytm i zlozonos¢.

Zauwazmy, ze dopoki a > b wielokrotnie odejmujemy b od a, ostatecznie wiec zamiast
a otrzymujemy a mod b. Algorytm mozna zatem przyspieszy¢ (zaktadamy na poczatku
a>b):

1. Jezeli a # 0, to NWD(a,b) := NWD(b,a mod b),
2. ajezelia =0, to NWD(a,b) :=0b.
Przyktadowo: NWD(7,2) = NWD(1,2) = NWD(2,1) = NWD(0,1) = 1.

Twierdzenie 6 (O ztozonosci algorytmu Euklidesa). W powyzszym algorytmie obliczali-
$my kolejno NW D dla par (a,b), (a1,b1) = (b,a mod b), (az, be) = (by,a; mod by).

Dla kazdych a,b zachodzi as < %a, wiee ztozZono$é algorytmu to O(loga).
Dowdd. Oczywiscie as = by = a mod b. Rozwazmy dwa przypadki:

1. b < a/2. Z definicji @ mod b < b < a/2, wiec teza jest dowiedziona,

2. b>a/2. W tym przypadku 2b > a, wiecca modb=a—-b<a—a/2=a/2.
Wartos¢ a zmniejsza si¢ dwukrotnie podczas dwoch obiegéw, wiec po ok. 2-log, a obiegach
warto$é¢ ta wyniesie a/2°%2% = 1, czyli algorytm na pewno zakoriczy sie. To dowodzi, ze
jego ztozonos¢ jest logarytmiczna. O]
3.1.3 Rozszerzony algorytm Euklidesa
Chcemy uzy¢ algorytmu Euklidesa do znalezienia liczb x, y catkowitych takich, ze

r-a+y-b=NWD(a,b).

Przeanalizujmy ciag réwnosci:

1=NWD(0,1) = NWD2—-2-1,1) = NWD(2,1) =
NWD(1,2) = NWD(7 - 3-2,2) = NWD(7,2),
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ROZDZIAL 3. WYKLADY 3.1. ALGORYTM EUKLIDESA

1=1-04+1-1 :1~<2—2. 1>+1- 1 =1-2-1.1=
114102 :—1-(7—3-2)+1-2 = —1.[7]+4.[2].

Ponizej podajemy pseudokod uogdlnionego algorytmu:
1. Zatézmy a # 0.
Niech 2/, 9" beda wartodciami zwréconymi przez NW D(b,a mod b). Znaczy to, ze
2 -b+vy - (a modb) = NWD(a,b). Podstawiamy ¢ mod b=a — k- b, czyli
y-a+ (2 —yk)-b=2"-b+vy - (a—k-b)=NWD(a,b),
wiec zwracamy ', x’ — y'k. Mozemy przy tym zauwazy¢, ze k = |a/b].
2. Zatézmy a = 0. Wtedy zwracamy 1,1, bo1-0+1-b=0b= NWD(a,b).
Ztozono$¢ otrzymanego algorytmu jest taka sama jak algorytmu Euklidesa tzn. O(loga).

Whniosek 7. Rownanie x-a+y-b=d ma rozwigzanie w liczbach catkowitych x,y wtedy
i tylko wtedy, gdy NW D(a,b)|d.

Dowdd. Zaléimy, ze x - a+y-b = d. Oczywiscie NWD(a,b)|a i NWD(a,b)|b, wiec
NWD(a,b)|z-a+y-b=d.

Zalozmy teraz, ze NW D(a, b)|d, czylid = NWD(a,b) -1, gdzie | € Z.

Niech z/,y’ beda liczbami catkowitymi, takimi, ze 2’ - a + 4" - b = NW D(a,b). Wtedy

(@'l)-a+ (y'l) - b= NWD(a,b) -1l =d.
O

Whniosek 8 (Chinskie twierdzenie o resztach, wersja stabsza.). Zalézmy, ze liczby calko-
wite dodatnie a,b sq wzglednie pierwsze.

Dla dowolnych reszt 11 mod a, ro mod b istnieje liczba catkowita M taka, Ze M = rq
mod a 1 M =ry mod b.

Dowdd. Niech x,y beda takie, ze z-a+y-b= NWD(a,b) = 1.
Oznaczmy B := x - a, A := y - b. Zauwazmy, ze

B=1—y-b, stad B=1 mod b, oczywiscie B=0 mod a.

Analogicznie

A=0 modb, A=1 moda.

Zauwazmy, ze r1-A+re- B =r1-14r5-0=r; mod Aorazri-A+re-B=1r1-04+ry-1 =1,
mod B, jest to wiec szukana liczba. O]

Przyktad 9. Istnieje liczba dajgca reszte 1 z dzielenia przez 4, reszte 3 z dzielenia przez
5 1 reszte 78 z dzielenia przez 101.

Faktycznie na mocy tw. o resztach istnieje liczba A (skqdingd np. A = 13, ale tego nie
musimy liczy¢) dajgca reszte 1 mod 4 oraz 3 mod 5. Ponownie na mocy tego twierdzenia
istnieje liczba B dajgca reszte A mod 4-5 oraz reszte 78 mod 101, bo NW D(4-5,101) =
1. Liczba B jest szukang liczbg (wprost znajdujemy B = 1593 ).
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3.2. INDUKCJA ROZDZIAL 3. WYKLADY

Zadanie SR EUK.3
Ile jest liczb podzielnych przez 37 wsrod liczb catkowitych

{53,53 + 68,53 +2-68,...,53+ 36 - 68}7

3.2 Indukcja

Zalézmy, ze chcemy udowodnié, ze 14+24 ... +2""1 =27 — 1 dla kazdego n naturalnego.

Intuicja. To ma pomdc w zrozumieniu, ale NIE JEST FORMALNE, nie potrzeba i nie
mozna czeqo$ takiego pisac!

Ok, wida¢, ze ten wzorek dziata dla n = 1.

Ok, jezeli ten wzorek dziata dla 1 to sprawdZzmy n = 2. Dobrze: 1 +2 = 3 = 22 — 1,
czyli dziata.

To teraz sprawdzmy n = 3. Obliczamy, 1+ 2+ 4 =7 = 23 — 1, dobrze.

WeZmy teraz n = 4. Obliczamy, ze 1 +2+4+8 = (1+2+4) +8 = 7+ 8. I tutaj
wida¢ gtéwna zasade. Zastosujmy ja ogoélnie:

Krok indukcyjny.

Zatézmy, ze 1 +24 ...+ 272 =271 1, czyli teze dla n — 1. Wtedy

142+, +2" ' =(1+...+2" ) 420 = (20T —1) 420 =2" — 1.

Ten dowdd pozwala na nastepujace rozumowanie: teza jest prawdziwa dla n = 1, wiec
jest prawdziwa dla n = 2, wiec i dla n = 3, zatem dla n = 4, wobec tego dla n = 5, czyli
i dla n = 6, takoz dla n = 7 itd. Teza jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych.

Schemat dowodu. Dowdd metodg indukeji matematycznej przebiega nastepujaco: spraw-
dzamy teze dla n = 1 i dowodzimy kroku indukcyjnego, po czym, zeby byto formalnie
mowimy, ze na mocy zasady indukcji matematycznej teza jest prawdziwa dla wszystkich
n naturalnych.

Przyklad dowodu. Zauwazmy, ze dla n = 1 teza jest prawdziwa.
Zatézmy, ze 1 +24 ...+ 272 =271 — 1, czyli teze dla n — 1. Wtedy

142+ 42" =1+ +2" ) 42" = (201 —1) 42" 1 =2"—1,

czyli teza zachodzi réwniez dla n.
Na mocy zasady indukcji zachodzi ona dla wszystkich liczb naturalnych.
Zadanie SR IND.1

Udowodnij, ze

n n(n+1
L. Zk:lk: (2 )
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ROZDZIAL 3. WYKLADY 3.2. INDUKCJA

n _ n(n+1)(2n+1
2. Fjy kP =

Zadanie SR IND.2

Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n zachodzg podzielnosci:
1. 910" — 1

2. 101]10%" — (=1)"

3. 10[2%" — 6

4. 11’26n+1+32n+2

Zadanie SR IND.3

Pokaz, ze dla dowolnego rzeczywistego a > —1 i kazdego naturalnego n zachodzi
nierownos¢
(I1+a)">1+na.

Zadanie SR IND.4

Niech (F,) bedzie ciagiem Fibonacciego, tzn. niech liczby F), beda zdefiniowane przez
nastepujace warunki:

Fob=0, Fi=1 F,o=F, 1+ F,dlane€Zy.
Udowodnij, ze liczby F), spelniaja tozsamosci:
LY oFe=F,o—1
2. Y0 o FE=F.Fon
3. 3y FiFepy = F3,
4. Foppy =F7+ F2 4
5. [y, =F2, —F?

n

Zadanie SR IND.5
Niech H,, ::%—I—%—l—...—I—%
Udowodnij, ze dla kazdego n € N, prawdziwe sa nieréwnosci

1
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3.3. DIRICHLET ROZDZIAL 3. WYKLADY

Zadanie SR IND.6

Udowodnij, ze dla wszystkich n € N, n > 7 zachodzi nieréwnos¢

(n)? > n"tt,

Zadanie SR IND.7

Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n prawdziwa jest nieréwnosc¢

1

> 1.

n+n+1+'”+3n+1

Zadanie SR IND.8

Dla naturalnych n > 2 udowodnij nierownos¢

3.3 Dirichlet

Twierdzenie 1 (Zasada Szufladkowa Dirichleta). Jezeli kn+ 1 przedmiotéw wlozymy do
n szufladek to w pewnej szufladce bedzie co najmniej k 4+ 1 przedmiotow.

Zadanie SR DIR.1

W klasie jest 37 uczniow. Uzasadnij, ze przynajmniej 4 z nich urodzilo sie¢ w tym
samym miesigcu.

Zadanie SR DIR.2

Danych jest 12 réznych dwucyfrowych liczb naturalnych. Pokaz, ze mozna wybraé
pewne dwie z nich tak, aby ich réznica byta postaci aa (gdzie a jest cyfra).

Zadanie SR DIR.3

Udowodnij, ze wsrod dowolnych n + 1 liczb catkowitych istnieja dwie, ktérych roéznica
jest podzielna przez n.

Zadanie SR DIR.4

Na odcinku [0, 1] lezy 101 réznych punktéw. Wykaz, ze mozna wybraé takie dwa z nich,

ze ich odlegloé¢ jest nie wieksza niz —

100"
Zadanie SR DIR.5

Udowodnij, ze jesli w trojkacie rownobocznym o boku 3 umiescimy 10 punktow, to
znajda sie dwa, ktore sa w odlegtosci nie wiekszej niz 1.
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ROZDZIAL 3. WYKLADY 3.4. 0=1, CZYLI ZNAJDZ BEAD

Zadanie SR DIR.6

Na ptaszczyznie danych jest 5 punktow kratowych. Udowodnij, ze mozna wybrac z nich
takie dwa, ze srodek odcinka je taczacego tez jest punktem kratowym.

Zadanie SR DIR.7

Przy okraglym stole jest 100 miejsc oznaczonych proporczykami 100 roznych panstw.
Ambasadorowie tych panstw usiedli przy stole w sposob losowy, ale tak, ze zaden z nich
nie usiadt na odpowiednim miejscu. Udowodnij, ze mozna tak obrocié¢ okragly stot, aby
co najmniej dwoch ambasadorow siedziato przy wlasciwych proporczykach.

Zadanie SR DIR.8

Student ma 37 dni na przygotowanie do egzaminu. Wie, ze potrzebuje nie wiecej niz
60 godzin nauki, ponadto ma zamiar uczy¢ si¢ przynajmniej godzine dziennie. Pokaz, ze
przy dowolnym rozktadzie liczby godzin spedzonych na nauce w kolejnych dniach, istnieje
ciag dni, w trakcie ktorych liczba godzin nauki bedzie rowna doktadnie 13.

Zadanie SR DIR.9

Wykaz, ze wéréd liczb: 3,32, 32, ... istnieje taka, ktorej zapis dziesietny kornczy sie na
001.

Zadanie SR DIR.10

Niech aq,as,...a, beda liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze istniejg takie 1 < k <
I <n,ze ag + agsq + . .. + a; jest podzielne przez n.

Zadanie SR DIR.11

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Udowodnij, ze dla dowolnego a niepodzielnego przez p
w ciagu liczb 0, a,2a, ..., (p — 1)a istnieje liczba dajaca reszte 1 z dzielenia przez p.

Zadanie SR DIR.12

Kratki kartki zeszytu pomalowane sa na dwa kolory. Udowodnij, ze mozna wskazac
cztery kratki tego samego koloru, ktérych érodki sa wierzchotkami prostokata (mozesz
zatozy¢, ze kartka jest bardzo duza).

3.4 0=1, czyli znajdz blad

Zmajdz btedy w ponizszych rozumowaniach.
Zadanie SR BLAD.1
Zatoézmy, ze a = b. Napiszmy kolejne rownosci:

a® = ab,

2a% = a® + ab,
2a* — 2ab = a* — ab,

2(a® — ab) = a* — ab.
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3.4. 0=1, CZYLI ZNAJDZ BEAD ROZDZIAL 3. WYKLADY

Dzielac obustronnie przez (a? — ab), otrzymamy 2 = 1.
Zadanie SR BLAD.2

Przeprowadzmy ciag rozumowan:
16 — 36 = 25 — 45,

81 81
16 =36 + — =25 —-45+ —
+4 +4’

9 9

4-Z=5-2
2 2’
4 =

Zadanie SR BLAD.3
126 =100gr =10gr-10gr =0,12¢-0,12t = 0,01 2{ =1 gr.
Zadanie SR BLAD.4

Udowodnijmy, ze wszystkie krowy sa jednego koloru. Postuzmy sie indukcja wzgle-
dem liczby krow. Oczywiscie zbior ztozony z jednej krowy jest zbiorem kréw w jednym
kolorze. Zal6zmy teraz, ze w kazdym n-elementowym zbiorze krowy sa jednego koloru
i udowodnijmy prawdziwos$¢ naszej tezy dla zbioréw (n + 1)-elementowych.

Dodajmy do dowolnego zbioru n-elementowego jeszcze jedna krowe. Mamy zbiér (n +
1)-elementowy. Odprowadzmy teraz jedng z pozostatych kréw. Na mocy zatozenia in-
dukcyjnego wszystkie krowy w tym n-elementowym zbiorze maja ten sam kolor. Teraz
mozemy z powrotem przyprowadzi¢ krowe usunieta z naszego zbioru. Byla ona oczywi-
Scie tego samego koloru co pozostate, otrzymalidmy zatem (n + 1)-elementowy zbiér kréw
w tym samym kolorze. Zatem na mocy indukcji wszystkie krowy sa w tym samym kolorze.

Zadanie SR BLAD.5

Czesci z rysunku 1. zostaly przemieszczone. Otrzymalidmy w ten sposob identyczny
trojkat, jednak z dziurg w srodku. Jak to mozliwe?

pre
oY%

S
S
P RAAD

rysunek 1. rysunek 2.
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Zadanie SR BLAD.6

Pokazmy, ze wszystkie trojkaty sa rownoboczne.

Rozwazmy dowolny trojkat AABC. Niech X bedzie

punktem przeciecia symetralnej boku AB i dwusiecz-

nej kata <ACB. 7Z punktu X poprowadzmy proste

XR i XQ prostopadte odpowiednio do bokéw AC

i BC. Zauwazmy, ze trojkaty ACRX 1 ACQX sy

przystajace, poniewaz odcinek C'X jest ich wspolnym

bokiem, <RCX = <QCX oraz <XRC = <XQC =
90°. Wynika stad, ze odcinki RC'i QC oraz RX i QX )

sg tej samej dtugosci. A H J2 H B

Zauwazmy, ze skoro <ARX = <BQX = 90° oraz AX = BX (gdyz XP jest syme-
tralna AB), to réwniez trojkaty AAX R 1 ABX(Q sa przystajace, réwne sa wiec boki AR
i BQ.

Otrzymujemy stad, ze AC = AR+ RC = BQ + QC = BC, zatem trojkat AABC
jest rownoramienny. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla symetralnej boku BC
i dwusiecznej kata <BAC, otrzymamy réwno$¢ bokow BA i CA, AABC jest zatem
rownoboczny.

Rozdziat 4

>~

-

n
-— - l
obo6z matematyczno - informatyczny

Wskazowki

4.1 Algorytm Euklidesa

Wskazéwka SR EUK.1

Obliczamy NWD(3n +4,2n +5) = NWD(n—1,2n+5) = NWD(2n+5n—1) =
NWD(7T,n—1)<T.

Aby g:‘;g byto catkowite musi zachodzi¢ podzielnosé 2n + 5}3n—l—4. Aby ta podzielnosé
zachodzita, musi by¢ NWD(3n +4,2n+5) =2n + 5, czyli 2n +5 < 7, stad n < 1.

Bezposrednie sprawdzenie przypadkow n = 0,1 pokazuje, ze tylko dla n = 1 podziel-
nos¢ zachodzi.

Wskazéwka SR EUK.2

Zauwazmy, ze x° + 322+ 3z = x- (2 +2x+ 1)+ 1- (2?2 4+ 2z +1) — 1, wiec NW D(2% +
322 + 3z, 2% + 2x + 1) = NWD(—1,2? + 2z + 1) = 1. Aby podzielno$¢ zachodzita musi
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4.2. INDUKCJA ROZDZIAE 4. WSKAZOWKI

byé
(z +1)°’|NWD(a® + 32> 4+ 3z,2° + 2z + 1) = 1.

Mamy 2? + 2z + 1 = (z + 1)? > 0, wiec aby (z + 1)1 musi by¢ (z + 1)> < 1. Ta
nieré6wnos$¢ ma tylko trzy rozwiazania: x = —2,z = —1, x = 0. Sprawdzamy te trzy przy-
padki bezposrednio.

Wskazéwka SR EUK.3
Doktadnie jedna — kazda z tych 37 liczb daje inng reszte z dzielenia przez 37.

4.2 Indukcja

Wskazéwka SR IND.1

1. Rozpisz S0 1k = (327_, k) +n + 1 i zastosuj do pierwszego sktadnika zalozenia
indukcyjnego.

2. Podobnie jak wyzej: zauwaz, ze S i1 k2 = 3.1 k*+(n+1)? i skorzystaj z zatozenia
indukcyjnego.

Wskazéwka SR IND.2

Rozwaz wyrazenia:

1. 10(10" = 1)+9

2. 100(10%" — (=1)™) + 101(=1)"
3. (22" —6)2 +12(2%" —6) + 30

4. 26(26n+1 + 32n+2) + 32n+2(32 _ 26)

Wskazéwka SR IND.3

Nieréwnos$c z zatozenia indukcyjnego wymnoéz stronami przez dodatnie wyrazenie 1+4-a.

Wskazéwka SR IND.4

3. Skorzystaj z faktu Fi[F) + FFi.1 = FpF o, prawdziwego dla k,I € N, dla par
(k, 1) = (2n,2n) i (k,1) = (2n + 2,2n).

4, 5. Udowadniaj oba punkty jednoczes$nie. Dla przejrzystosci rozumowania sformutuj
jedna teze prawdziwa jednoczesnie dla liczb naturalnych parzystych i nieparzystych.

30



ROZDZIAL 4. WSKAZOWKI 4.3. DIRICHLET

Wskazéwka SR IND.5

: _ 1 1 1
ROZplSZ H2n+1 —_lklgn+2fﬁ+m++2lnw

. 1
Zauwaz, ze 2" - 50 <2n+1+2n+2+-~+W<2n

1
271

Wskazéwka SR IND.6

Dla wykazania bazy indukcji zauwaz: 2-4 > 713-5-6 > 72
Wykaz nieréwnosé¢ n™*! > (n + 1)" dla n > 3.
Zauwaz, ze (n + 1)" 2 (n + 1)" > (n + 2)"ipntl,

Wskazéwka SR IND.7

Wykaz silniejsza nieréwnoéé: —— + —— 4+ 4+ 1 > 1.

1 n1+1 n+22 3n+1
Skorzystaj z tego, ze 55 + 5.7 > 3,53

Wskazéwka SR IND.S8

Wykaz silniejsza nieréwnosé 2% + 3% +.o.+ 5 <1- %

L) 1 1 1
Zauwaz, ze W < n el

4.3 Dirichlet

Wskazéwka SR DIR.1

Kazdy z 12 miesiecy potraktuj jako szufladke.
Zastosuj twierdzenie dlan =121 k = 3.

Wskazéwka SR DIR.2

Nalezy wykazac, ze szukana roznica jest podzielna przez 11.

Réznica liczb jest podzielna przez 11 kiedy obie te liczby daja taka sama reszte z dzie-
lenia przez 11.

Za szufladki przyjmij reszty z dzielenia przez 11.

Wskazéwka SR DIR.3

Niech szufladki odpowiadaja resztom z dzielenia przez n.

Wskazéwka SR DIR.4

Podziel odcinek [0, 1] na 100 czesci i niech kazda z nich odpowiada szufladce.

Wskazéwka SR DIR.5
Podziel trojkat na 9 przystajacych trojkatéw rownobocznych o boku 1.
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4.3. DIRICHLET ROZDZIAE 4. WSKAZOWKI

Wskazéwka SR DIR.6

Wprowadz uktad wspotrzednych. Zwrdé uwage na parzystos¢ wspotrzednych punktow.

Wyréznij 4 szufladki: (np, np), (np, p), (p,np), (p, p), gdzie np oznacza wspoirzedna nie-
parzysta, a p wspotrzedng parzysta.

Wskazéwka SR DIR.7

Zwr6é uwage na skierowang odlegtoéé po okregu kazdego ambasadora od proporczyka
jego panstwa.

Szufladce niech odpowiada liczba miejsc dzielacych ambasadora od proporczyka jego
panstwa, liczac od ambasadora zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.

Wskazéwka SR DIR.8

Rozwaz liczby by := Zle a; gdzie a; to liczba godzin nauki w ¢-tym dniu oraz liczby
by, + 13.

Wskazéwka SR DIR.9

Za szufladki przyjmij reszty z dzielenia przez 1000.
Zauwaz, ze 3" — 3% = 383" — 1) dla n > k.
7 powyzszego wywnioskuj, ze skoro NW D(3%,1000) = 1, to 1000|3"* — 1.

Wskazéwka SR DIR.10

Niech szufladkom odpowiadaja reszty z dzielenia przez n.

Rozwaz liczby: 0, a1, a1 +as, a1 +as+as,...,a;+as+...a, i umies¢ je w szufladkach.

Zauwaz, ze roznica dowolnych dwoch liczb z powyzszego zbioru jest sumag szukanej
postaci.

Wskazéwka SR DIR.11

Niech szufladkom odpowiadaja reszty z dzielenia przez p.

Zaloz, ze pewne dwa wyrazy ciagu ka i la (k > [) nalezg do jednej szufladki.
Wykorzystaj to, ze a i p sa wzglednie pierwsze, by pokazaé, ze p|k — .
Oszacuj k — [ z gory i udowodnij, ze k = [.

Wskazéwka SR DIR.12

Wiérod 7 kratek, lezacych w jednej pionowej linii ; sa co najmniej 4 kratki koloru X,
ktore wyznaczaja poziome linie Jy, Jo, Js3, Jy.

Jakie kolory moga mie¢ kratki lezace na przecieciu pionowej linii Iy # [ z liniami
Jla J27 ‘]37 J4?

Rozwazenie trzeciej pionowej linii /3 pomoze skoniczy¢ rozwiazanie.
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ROZDZIAL 4. WSKAZOWKI

4.4. 0=1, CZYLI ZNAJDZ BEAD

4.4 0=1, czyli znajdz blad

Wskazéwka SR BLAD.1

W ostatnim kroku wystepuje dzielenie przez 0.

Wskazéwka SR BLAD.2

Z réwnosci a? = b? wynika a = b lub a = —b.

Wskazéwka SR BLAD.3
12zl =10 - 10gr, a nie 10gr - 10gr.

Wskazéwka SR BLAD.4
Krok indukcyjny nie dziata dla n = 2.

Wskazéwka SR BLAD.5
Obie figury nie sa trojkatami.

Wskazéwka SR BLAD.6

Bledem jest zaltozenie, ze punkt X znajduje sie wewnatrz trojkata ABC' — w rze-
czywistosci jest on na zewnatrz, o ile trojkat nie jest réwnoramienny (wtedy symetralna

i dwusieczna pokrywaja sie).
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Rozdziat 5

= L CAMP

obdz matematyczno - informatyczny

Z.adania

5.1 Dzien I

Zadanie OL 1.1

Wielomian P spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej x rownosé
P(22° + x) = P(x)P(22%).
Udowodnij, ze jesli P ma pierwiastek rzeczywisty, to P jest tozsamosciowo réwny zero.

Zadanie OL 1.2

Liczby dodatnie a,b,x,y spetniaja réwnosci a® + x = b? + y oraz a + 2% = b + 1,
a takze nieréwnos¢ a + b+ = + y < 2. Dowiedz, ze a = b oraz x = y.

Zadanie OL 1.3

Czworokat ABC'D jest opisany na okregu o srodku O. Wiadomo, ze |OA| = |OC| =1
i |OB| = |0D| = 2. Oblicz obwdd czworokata ABCD.

5.2 Duzien 11

Zadanie OL 2.1
Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla z,y € R zachodzi
fl@+y) = fl@e—y) = f(x) fy).
Zadanie OL 2.2

Niech n > 2 bedzie liczba naturalng. Uzasadnij, ze wielomian
Wr)=a"+a" +. .. +2°+(n+1)% 2 —n

ma doktadnie jeden pierwiastek w przedziale (—1,1).
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Zadanie OL 2.3

W trojkacie ABC' zachodzi réwnos¢ AB = AC. Punkt D jest srodkiem boku BC,
punkt E jest srodkiem odcinka AD. Punkt F' jest rzutem prostokatnym punktu D na
prosta BE.

Dowiedz, ze <AFC = 90°.

5.3 Dzien IV

Zadanie OL 4.1

Trojkat AABC jest ostrokatny oraz AB # BC. Punkt D jest taki, ze ABCD jest
rownolegtobokiem. Proste AD, C'D przecinaja okrag opisany na AABC w punktach X, Y
odpowiednio (X, Y sa rézne od A, C'). Udowodnij, ze BX = BY'.

Zadanie OL 4.2

Stu jeden uczestnikow obozu informatycznego wystato rozwigzania zadania HELLO.
Niektore sposrod rozwiazan sa podobne. Jezeli rozwiazania A i B oraz B i C' sa podobne,
to rozwiazania A i C' sa podobne.

Uzasadnij, ze da sie znalez¢ 11-elementowy zbidr uczestnikow Zli taki, ze rozwiazania

zawodnikéw z Zli sg parami podobne, lub 11-elementowy zbior uczestnikow dobrzy taki,
ze rozwigzania osob z dobrzy parami nie sa podobne.

Zadanie OL 4.3

Udowodnij, ze dla kazdego = € (0, 1) oraz dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich
m, n zachodzi nieré6wnos¢

(I-(1-2)")"+(1-2")">1.
5.4 Dzien V

Zadanie OL 5.1

Liczby catkowite dodatnie a, b sa wzglednie pierwsze.

Udowodnij, ze w nieskonczonym ciaggu arytmetycznym a-n+0, n =1,2,3, ... istnieje
wyraz bedacy potega liczby naturalne;j.

Uznajemy, ze potega musi mie¢ podstawe i wyktadnik wieksze niz 1.

Zadanie OL 5.2

Liczby a, b, c > 0 sumuja si¢ do 1. ZnajdZz minimum wyrazenia

(et (b))



Zadanie OL 5.3

Niech w trojkacie ostrokatnym AABC, H oznacza punkt przeciecia wysokosci, D jest
punktem na boku BC, za$ P jest takim punktem, ze APDH jest réwnoleglobokiem.
Udowodnij, ze

<BPC > <BAC.

5.5 Mecz matematyczny

Zadanie OL M.1

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat AABC. Proste Al, BI,CI prze-
cinaja okrag opisany na AABC w punktach D, F, F' odpowiednio. Okregi o $rednicach
ID,IE, IF przecinaja odcinki BC, C' A, AB w parach punktow (Xi, Xs), (Y71, Y3), (Z1, Z2)
odpowiednio. Wykaz, ze na szesciokacie X1 X5Y1Y57,7, da sie opisa¢ okrag.

Zadanie OL M.2

Mozemy wykonywaé¢ nastepujace operacje na danym tréjmianie kwadratowym
ar? + bx + c:

1. Zamieni¢ a z ¢ miejscami tzn. wziaé tréjmian cz? + bx + a.
2. Zamieni¢ x na x + s, gdzie s jest dowolna liczba rzeczywista.
Czy stosujac powyzsze operacje mozna przejsé od trojmianu 22 —x—2011 do 22 —x—20127

Zadanie OL M.3

<a,b,e,d < 2oraz abed = 1.

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetniaja warunki: %

Zmajdz najwieksza mozliwg wartos¢ wyrazenia:

1 1 1 1
(CL—FE) (b—FE) (C—Fa) (d+ a) .
Zadanie OL M.4

W polach prostokatnej tablicy umieszczono liczby rzeczywiste. Wiadomo, ze dla kaz-
dych k, [ liczba stojaca na przecieciu k-tego wiersza i [-tej kolumny jest rowna iloczynowi
sumy liczb k-tego wiersza i [-tej kolumny.

Wykaz, ze suma wszystkich liczb znajdujacych sie w tej tablicy jest réwna 1 lub 0.

Zadanie OL M.5

Znajdz najwiekszg liczbe naturalng k, przez ktora podzielna jest kazda z liczb n'® —n?,

gdzie n = 2,3,4,5, ... .



Zadanie OL M.6
Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace réwnanie

zf(z) —yfly) = (x —y)flz +y).

Zadanie OL M.7
Dowiedz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierownosc:

@+ D)) =1+ y) (L4 2) o+

Zadanie OL M.8

Niech a > 1 bedzie ustalong liczba catkowita. Rozstrzygnij, w zaleznosci od liczb
catkowitych dodatnich n,m, kiedy zachodzi podzielnos¢

a —1la™ — 1.

Zadanie OL M.9

Niech a, b, ¢ beda dtugosciami bokéw dowolnego trojkata. Wykaz, ze zachodzi nierow-
nos¢
a b c

+ + < 2.
b+c c+a a+b
Wskaz trojkat, ktérego boki spetniaja nieréwnosé
b
- © > 1,999,

b+c+c+a+a+b

Zadanie OL M.10

W kazdym polu kwadratowej tablicy o wymiarach 7 x 7 umieszczono liczbe 1 lub —1.
Niech x oznacza iloczyn wszystkich liczb stojacych w k-tej kolumnie, a y; oznacza iloczyn
wszystkich liczb stojacych w k-tym wierszu, gdzie k = 1,2,...,7. Czy moze sie zdarzy¢,
ze

1+ To+...+rr+y1+y2+ ...y =07

5.6 Trudniejsze

Zadanie OL T.1

W przestrzeni trojwymiarowej danych jest n ptaszczyzn. Wyrazi¢, w zaleznosci od n,
maksymalng liczbe obszaréw, na ktore te ptaszczyzny moga dzieli¢ przestrzen tréjwymia-
rowa.



Zadanie OL T.2

Niech K(Z) bedzie zbiorem funkcji f : Z — Z, spetiajacych réwnanie

flx+y) + flo—y) =2f(2) +2f(y).

1. Wykaz, ze dla kazdej funkcji f € K(Z) zachodzi f(ny) = n?f(y) dla wszystkich y
catkowitych, n naturalnych.

2. Wyznacz zbior K(Z).
Zadanie OL T.3

Dane jest 2n parami réznych liczb rzeczywistych aq,as, ..., an, by, be, ..., b, oraz ta-
blica nxn. W pole lezace w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie tablicy wpisano liczbe a; +b;.
Udowodnij, ze jesli iloczyny liczb we wszystkich kolumnach sa réwne, to rowniez iloczyny
liczb we wszystkich wierszach sa rowne.

Zadanie OL T.4
Ze zbioru liczb catkowitych od 1 do 100 wybrano 26 liczb. Pokaz, ze da si¢ wybrac

sposrod nich niepusty podzbiér liczb o iloczynie bedacym kwadratem liczby catkowitej.
Wskazowka: wsrod liczb od 1 do 100 jest 25 liczb pierwszych.

Rozdzial 6

= :L(CAMP

obdéz matematyczno - informatyczny

Rozwigzania

6.1 Dzien I

Rozwigzanie OL 1.1

Zatézmy przeciwnie, tzn. ze P ma pierwiastek rzeczywisty i P # 0. Niech x(y bedzie
pierwiastkiem P o najwiekszej wartosci bezwzglednej.

Zalozmy najpierw, ze xo # 0. Zauwazmy, ze T = 2xp + 1o jest takze pierwiastkiem
P, gdyz P(xy) = P(2z3 4+ x0) = P(z0)P(223) = 0 - P(223) = 0. Niezerowos¢ o daje nam
ostra nieréwnosé¢ 2z2 + 1 > 1, a stad wynika

|zq| = {QIg +x0| = ’x0(2x3 + 1)‘ = |xo| - |2x(2J + 1} > |zl

czyli 1 jest pierwiastkiem P o wiekszej wartosci bezwzglednej niz xy. Sprzecznosé ta
dowodzi nieprawdziwosci poczynionego dodatkowego zatozenia xy # 0.
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Jedynym mozliwym pierwiastkiem P jest wiec 0. Z twierdzenia Bezout wynika, ze wie-
lomian P jest postaci P(x) = 2"Q(x), gdzie Q(0) # 01 n > 1. Podstawiajac otrzymujemy
(223 + 2)"Q(22% + ) = 2" Q(x)(22*)"Q(22?), czyli

2227 + 1)"Q(x(22% + 1)) = 2"z Q(2)Q(22?). (6.1)

Zauwazmy, ze 0 nie jest pierwiastkiem zadnego z wielomianéw Q(z), Q(2z%), Q(x(22*+1)),
gdyz Q(2-0%) = Q(0) 1 Q(0(2- 0%+ 1)) = Q(0), a Q(0) # 0 z przyjetej definicji. Wynika
stad, ze 0 jest n-krotnym pierwiastkiem lewej strony rownosci wielomianowej (6.1) i 3n-
krotnym pierwiastkiem prawej strony tej rownosci. Stad n = 3n, czyli n = 0, wbhrew
n > 1. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania.

Rozwigzanie OL 1.2
Zatézmy, ze a # b. Korzystajac z zatozen zadania otrzymujemy ciag réwnosci
a—b=y" -2’ =(y—a)(y+x)=(a®=0")(y+z)=(a—b)at+b)(z+y).

Po podzieleniu stron réwnania przez a — b # 0 dostajemy (a + b)(x +y) = 1.
Skorzystajmy teraz z nierownosci miedzy srednig geometryczna i arytmetyczna dla
dodatnich liczb a + b1 x + y:

a+b+z+y
——— <

2
21
2 2

l=+v(a+b)(z+y) <

)
gdzie druga nierownos¢ wynika z zatozenia a + b + x + y < 2. Otrzymana sprzecznosé¢

1 < 1 dowodzi, ze zalozenie a # b jest falszywe. Zatem a = b, a takze x = y, bo
r—y=>0—a®=0.

Rozwigzanie OL 1.3

Niech R oznacza rzut O na AB.
Przez r oznaczmy dtugosé promienia okregu wpi-
sanego w ABCD. Skoro <ORB = 90°, to

|AR| = V12 =72, |BR| = V2212,

|AB| = |AR| + |RB| = V12 — 124+ V22 —12. A R B
Analogicznie obliczamy dtugosci bokéw BC,CD, DA i stwierdzamy, ze sa one réwne
AB: |AB| = |BC| = |CD| = |DA|. Na mocy cechy bbb wnioskujemy, ze trojkaty
ANAOB, ACOB, ACOD, AAOD sa przystajace.
Z ww. przystawania wynika w szczegolnosci, ze <AOB = <BOC = <COD = <DOA.
Miary tych czterech katow sumuja sie do 360°, wiec <AOB = <BOC = <COD =
<DOA = 90°. Wynika stad, ze

|AB| = V22 4+ 12 = /5,

wiec obwéd ABC'D wynosi 4v/5.



6.2 Dzien 11

Rozwigzanie OL 2.1

Pokazmy, ze jedyna funkcja speliajacg zadane rownanie jest funkcja tozsamosciowo
rowna zero.

Zauwazmy najpierw, ze f(z +y) — f(x —y) = f(z) - f(y) = f(y) - f(z) = fly + ) —
f(y — x). Ktadac z = 0, otrzymamy

fly) = f(—y) dla kazdego y € R. (6.2)

Jedli do wyjsciowego réwnania podstawimy y = 0, otrzymamy 0 = f(x) - f(0) dla
kazdego x € R. Rozwazmy dwa przypadki:

1. f(z) =0 dla kazdego = € R — funkcja ta spelnia wyjsciowe réwnanie.

2. Istnieje a takie, ze f(a) # 0. Z réwnania 0 = f(x) - f(0) (spelnionego takze dla a)
wynika zatem, ze f(0) = 0. Biorac teraz y = = = a, otrzymamy f(2a) = f(a)?,
natomiast ktadac y = —a, © = a, dostaniemy — f(2a) = f(a) - f(—a).

Wynika stad, ze f(a)- f(—a) = —f(a)?, réwnowaznie: f(a) - (f(a) + f(—a)) = 0,
a skoro f(a) # 0, to f(—a) = —f(a). Tymczasem z 6.2 wiemy, ze f(—a) = f(a),
zatem f(a) = 0. Sprzecznosc.

Jedyna funkcja spelniajaca réwnanie jest funkcja tozsamosciowo rowna 0.

Rozwigzanie OL 2.2

Zauwazmy, ze W (—1) < 1—(n+1)?—n? < 0 oraz W (1) > (n+1)*—n? > 0. Z ciagltosci
wielomianu wynika, ze ma on przynajmniej jeden pierwiastek w przedziale (—1,1).

Obliczamy, ze W/ =n-2" '+ (n—1) 2" 2 +...+2- 24 (n+1)% Jezeli x € (—1,1),
to

n-a"t+(n—1) 2"+ 42| <n- 2" H (=1 |2+ 420 7] <

n(n+ 1)
2
wiec W'(z) > 0 jezeli x € (—1,1), czyli wielomian W jest na tym przedziale rosnacy.
Znaczy to, ze przyjmuje kazda wartos¢, w tym 0, co najwyzej raz, wiec ma co najwyzej

jeden pierwiastek.
Lacznie wielomian W ma dokladnie jeden pierwiastek w przedziale (—1,1), czego
nalezato dowiesc.

<n+n—-1)+...+2= —1<(n+1)%

Rozwigzanie OL 2.3

Zauwazmy, ze D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierz- A P
chotka A. Wybierzmy punkt P tak, zeby czworokat ADC' P '
byt prostokatem. Skoro PC = 2FED oraz BC' = 2BD, to

punkt P lezy na prostej BE. E
Zauwazmy, ze <PFD = <PCD = 90° zatem czworokat
PFDC jest wpisany w okrag. Co wiecej, jest to okrag opi- \

sany na prostokacie ADCP, wiec <AFC = <ADC =90°. B D C’



6.3 Dzien 1V

Rozwigzanie OL 4.1

Skoro ABC'D jest réwnolegtobokiem, to <X DY = <ADC = <ABC.

Stosujac twierdzenie o siecznych do punktu D i okregu opisanego na AABC' otrzy-
mujemy DC - DY = DA - DX, czyli 5% = 54 = 5C.

Wraz z réwnoscia katéow otrzymujemy podobien-

stwo AXDY ~ AABC. B

Chcemy teraz udowodni¢, ze <Y XB = <ABC.

7, ww. podobienstwa trojkatow wynika <Y XD =

<C'AB. Rozwazmy dwa przypadki:

1. Punkt X lezy na odcinku AD.

W tym przypadku <BXA = <BCA, wigc
IABXY =180°—<«BXA—-<Y XD = 180°—
<BCA — <CAB = <ABC.

2. Punkt X nie lezy na odcinku AD.

Skoro X nie lezy na odcinku AD, to znaczy,
ze lezy on na tym huku AB, na ktérym nie
lezy C'. Wynika stad, ze <BXA = 180° —
<BCA. Obliczamy:

180° — <BCA =<BXA=<BXD =<BXY +<YXD =
4BXY + <CAB, <BXY =<ABC.

W obu przypadkach <BXY = <ABC. Analogicznie udowadniamy, ze <BY X =
<CBA, wiec <BXY = <«BY X i trojkat ABXY jest réwnoramienny.
Rozwigzanie OL 4.2

Oznaczmy a ~ b “rozwigzania oséb a i b sa podobne”. Z definicji wynika, ze a ~ b
wtedy i tylko wtedy, gdy b ~ a, a z zadania wynika, ze dla dowolnych oséb A, B, C' jezeli
A~BiB~CtoA~C.

Niech a bedzie dowolng osoba i niech Podobne(a) oznacza zbiér oséb, ktére maja
rozwigzania podobne do a. Zauwazmy, ze:

1. Osoby z Podobne(a) maja parami podobne rozwiazania.

Dowéd: niech b, ¢ € Podobne(a). Wtedy b~ aia~ ¢, czylib~ c.

2. Zadna osoba spoza Podobne(a) nie ma rozwiazania podobnego do osoby z Podobne(a).

Dowéd: Zatézmy, ze osoba B ¢ Podobne(a) ma rozwiazanie podobne do osoby ¢ €
Podobne(a), czyli ¢ ~ B. Wiemy, ze a ~ ¢, wiec a ~ B, co przeczy B ¢ Podobne(a).



Niech Zawodnicy oznacza zbior wszystkich za-
wodnikéw. WeZmy dowolng osobe a; z Zawodnicy Podobne(as)
i odrzuémy z Zawodnicy zbiér Podobne(a;). Na-
stepnie wybierzmy a, € Zawodnicy, odrzuémy az
z Zawodnicy zbiér Podobne(as) i tak dalej, dopdki

nie wyczerpiemy zbioru zawodnikow. a
1

Na rysunku czesé przyktadowego podziatu. Polg-
czeni zawodnicy majgcy podobne rozwigzania. '
Podzielilismy zbior zawodnikéw na podzbiory roz-

Faczne Podobne(ay)

Podobne(as)
Podobne(ay), Podobne(as), ..., Podobne(a,,).

Jezeli ktorys ze zbiorow Podobne(ay), Podobne(as), . . ., Podobne(a,) ma co najmniej

11 elementdw, to istnieje 11 0séb (z tego zbioru) majacych parami podobne rozwiazania.

Jezeli kazdy ze zbioréw Podobne(ay), ..., Podobne(a,) ma co najwyzej 10 elementow,

to tych zbioréw jest co najmniej 11 (bo sa roztaczne i ich suma ma 101 elementéw). Osoby

z réznych zbioréw nie majg podobnych rozwiazan, wiec wybierajac po jednej osobie z 11

roznych zbioréw otrzymujemy zbiér jedenastu osob, ktorych rozwiazania parami nie sa
podobne.

Rozwigzanie OL 4.3

Rozwazmy tabele o m wierszach i n kolumnach. Kazde pole z prawdopodobienstwem
x kolorujemy na czarno, a z prawdopodobienstwem 1 — x na bialo. (1 - (1 - x)m)n
to prawdopodobienstwo tego, ze w kazdej kolumnie jest czarne pole, a (1 — x”)m to
prawdopodobienstwo tego, ze w kazdym wierszu jest biate pole.

Gdyby zadne z ww. zdarzen nie zaszlo, to istnialaby biata kolumna i czarny wiersz,
sprzecznos¢. Zawsze zachodzi jedno z tych zdarzen, wigc suma ich prawdopodobienstw
jest réwna co najmniej 1.

IT Rozwigzanie OL 4.3

Rozwigzanie metodami analizy matematycznej. Po szczegoly odsylamy do wyktadu
Aleksandry Baranowskiej.

Na poczatku zauwazmy, ze jesli n = 1 lub m = 1 to obie strony nieréwnosci z zadania
sg rowne. Dalej zaktadamy n, m > 2.

Czes¢ I Rozwazmy funkcje f(x) := (1 - (1 - x)m)n + (1 — x")m. Funkcja ta jest
wielomianem, wiec f’ istnieje i jest ciaggla.

Zauwazmy, ze f(0) = f(1) = 1. Z twierdzenia Rolle’a wynika, ze f ma na przedziale
(0,1) ekstremum lokalne, w ktérym f zeruje sie.

Udowodnimy teraz, ze f’ ma co najwyzej jedno miejsce zerowe na przedziale (0,1).
Ustalmy pomocniczo y := 1 — z. Obliczamy
—1

fl@)=n-(1—-(1- x)m)n_1 (=) m- (=)™ (=) +m- (12"
nem- ((1 e S § B L N B Ly xm) _

meme (L= g™ () = (=) ()Y,



Skoro = € (0,1), to réwnos$¢ f'(x) = 0 przepisuje si¢ jako

(L= g™ (1= 2)™ = (1= 2")™ 1 (1= )" cnyli (11_ ym>n_1 _ (1 - xn>m_1 |

-y 11—z

m

_ -1
Zdefiniyjmy f, (z) := (if:)m 1, fo(x) = (fﬁ’y > . Ze wzoréw skréconego mnozenia

wynika fi(z) = (1+z+...+2" )" oraz f_(2) =1 +y+...+y™ )

Tak wiec fi(z) jest rosnaca wzgledem z, gdy = > 0, a f_(x) jest rosnaca wzgledem
y, czyli malejaca wzgledem x, gdy = < 1. Réwnanie f,(z) = f_(x) ma wiec co najwyzej
jedno rozwigzanie dla z € (0, 1); rownowaznie réwnanie f’(z) = 0 ma co najmniej jedno
rozwigzanie.

n—1

Czeéé IT  Funkcja f(x) jest wielomianem. Chcemy teraz obliczy¢ najmniejsza (ale do-
datnia) potege = tego wielomianu, przy ktorej jest niezerowy wspotezynnik. Obliczamy

(1—(1—a)™)" = (mx— <T;>x2+...ixm)n,

wiec najmniejszg potega x uzyskang z tego wyrazenia jest m"™x".
Z wyrazenia (1 —x")m wydzieli sie sktadnik 1 oraz —ma". Ostatecznie f(x) ma postaé

fl@) =1+ (m" —m)a" + 2" Q(z),

gdzie () jest pewnym wielomianem. Z postaci tej wynika w szczegdlnosci, ze f jest rosnaca
w pewnym otoczeniu 0, wiec f* > 0 w pewnym otoczeniu 0.

Podsumowanie Wiemy, ze f'(z) jest funkcja ciagla, ze jest dodatnia w pewnym oto-
czeniu 0, i przyjmuje wartos¢ 0 tylko raz, w pewnym z.

W kazdym ekstremum lokalnym pochodna zeruje sie, wiec istnieje tylko jedno mozliwe
ekstremum — ekstremum w punkcie x.

Funkcja f jest ciagta i nie przyjmuje wartosci 0 na (0, z) wiec ma staty znak na (0, xg),
a skoro jest dodatnia w pewnym otoczeniu 0, to i na calym przedziale (0,xy). Wynika
stad, ze f jest na tym przedziale rosnaca, stad xy jest maksimum lokalnym funkcji f, wiec
nie istniejg minima lokalne funkcji f, a stad

min f(x) = min (£(0), f(1)) = 1.

z€(0,1)

To konczy dowdd.

6.4 Dzien V

Rozwigzanie OL 5.1

Lemat OL 5.1 1 (Lemat 1). Niech liczby a,b bedg wzglednie pierwsze. Wtedy istnieje
takie ¢ catkowite, ze b-c =1 mod a.



I Dowdd lematu. 7 chinskiego twierdzenia o resztach wynika, ze istnieje takie M catko-
wite, ze M =1 mod a oraz M = 0 mod b, czyli M = bc dla pewnego c. To ¢ spetnia
teze lematu. O]

Il Dowdd lematu. 7 rozszerzonego algorytmu Euklidesa wynika, ze istniejg takie ¢, d cal-
kowite, ze ¢- b+ d-a = NWD(a,b) = 1. Liczba ¢ spelnia teze lematu. O

Po pierwsze, odrzucajac pierwszy wyraz ciagu, mozemy zalozy¢, ze b > 1. Zbior
{b,0%, ..., 0"} ma wiecej niz a elementéw, wiec ktores dwa z nich daja te sama reszte
z dzielenia przez a:

¥ =4 moda,

gdzie k < [. Na mocy lematu istnieje ¢ catkowite takie, ze bc =1 mod a. Mnozac powyz-
s7g réwnosé przez c* otrzymujemy

1= = =% mod a, wiec b=0""" mod a.

Skoro l—k+1>1+1=2ib> 1, to b %! jest potega i b' %+ > b, a wiec B! = n-a+b
dla pewnego n catkowitego dodatniego.

Rozwigzanie OL 5.2

Niech f(z) := (z + %)2 = 2+ 22+ 272, Wtedy druga pochodna f jest réwna 2+ 624,
jest wiec dodatnia, gdy = > 0, czyli f jest wypukla na (0, 00).
Stosujemy nieréwnos¢ Jensena

(a4 1)+ (m%)l (e 1) =31 (f@) + 1) + 1(0))

a+b+ec 1\? 100
>3 (20T 23 (3 n) =
()= (3+3) =3

100, gdy a = b= ¢ =1/3, wiec 100/3 jest minimalna

Wyrazenie z zadania osigga wartosé
wartoscia tego wyrazenia.

IT Rozwigzanie OL 5.2

Tak jak w poprzednim rozwigzaniu udowodnimy, ze warto$¢ wyrazenia po lewej jest
nie mniejsza od 13—0.

Zauwazmy, ze (a: + %)2 = 2+ 2% + 272 dla dowolnego z, stad

1\’ 1\’ 1\? ) 11 1
at =)+ b+) +(ctD) =+ S+ 546
a b c b?

Na mocy nieréwnosci pomiedzy $rednig harmoniczng i kwadratows dla liczb a2, b?, ¢ oraz

101 1 :
=3, 32, 22 otrzymujemy

+
o=

>+ 02+ atbte L+ats i+
3 -3 3 3




Teraz na mocy nieréwnoéci pomiedzy srednig arytmetyczng a harmoniczng dla liczb a, b, ¢
zachodzi

1,141 1,1
CL—f—b—I—C)l ? 1,Stqda+b+c 3 ,WiQC a2+b2+c2 3 '
3 E+E+Z 3 a+b—|—c 3 (l+b+C
7 powyzszych nierownosci obliczamy
1 1 1 1
2 12, 2
a“+b"+c >§oraz¥+ﬁ 6—2227

a stad juz wynika teza.
To rozwigzanie mozna przeprowadzi¢ naturalnies, uzywajgc nieréwnosci pomiedzy Sred-
nimsi potegowyms.

Rozwigzanie OL 5.3
Zatézmy najpierw, ze D # B, C.

Lemat OL 5.3 1. Jezeli punkt P lezy wewngtrz okregu opisanego na NABC, po tej
samej stronie odcinka BC' co A, to <BPC > <BAC.

Dowaod lematu.
Niech A" bedzie dowolnym punktem okregu opisanego A
. . C — <
takim, ze P lezy wewnatrz AA'BC (przyktadowo A’ 7

moze by¢ punktem przeciecia prostej przechodzace]
przez P i érodek odcinka BC, jak na rysunku). Wtedy .
<BPC =180° — <PBC — <PCB > B '
A
> 180° — <A'BC — <A'CB = <BA'C = <BAC.

Punkt P lezy po tej samej stronie odcinka BC', co A, na mocy lematu wystarczy wiec

udowodnié, ze lezy on wewnatrz okregu opisanego na AABC.
Niech H' bedzie odbiciem H wzgledem srodka AB, C

innymi stowy niech bedzie ono takie, ze AHBH'
jest rownolegtobokiem. Wtedy <AH'B = <AHB =
180° — <ACB, wiec H' lezy na okregu opisanym na
NABC. [
Odcinki H'B, PD sg réownolegte do AH, a wiec pro- \
stopadte do BC, i o dtugosci rownej AH. Wynika ‘\
stad, ze PDBH' jest prostokatem, ktorego dwa wierz-

chotki: H', B leza na okregu, a trzeci, D, wewnatrz

okregu. Czwarty wierzchotek — P — lezy wiec réwniez

wewnatrz okregu, co konczy dowod przy zatozeniu

D +# B, C.

Jezeli D = B, to P pokrywa sie z punktem H' z powyzszego rozumowania, wiec lezy
na okregu i tym samym <BPC = <BAC. W przypadku D = C' dowodzimy identycznie,
zamieniajac jedynie role punktéw B i C.




6.5 Mecz matematyczny

Rozwigzanie OL M.1

Lemat OL M.1 1. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w AABC, a punkty D, E, F
sq punktami przeciecia AI, BI,C1 odpowiednio z okregiem opisanym na NABC' (réznymi
od A, B,C). Wéwczas punkt I jest ortocentrum ADEF .

Dowdd. Niech Hp oznacza przeciecie odcinkéw AD i EF. Obliczamy

C
<FHpD =180° —<HpED — <EDHp =
180° — («FEB 4+ <BED) — <EDA = K D
1 1 1
180° — §<XBCA — §<ICAB — §<IABC = 90°.

Wynika stad, ze AD zawiera wysoko$¢ trojkata ADEF.
Analogiczny dowd6d przeprowadzamy dla BE i CF i kon- 4 N B
kludujemy, ze punkt I pokrywa si¢ z ortocentrum tego tréj- NP
kata. O] F

Niech O oznacza srodek okregu opisanego na AABC.
Rozwazmy okregi opr, 0p; o Srednicach DI, FI. Prosta IC' zawiera punkt wspolny [/
tych okregéw i jest, na mocy lematu, prostopadita do DFE, wiec IC jest osia potegowa

tych okregow, w szczegdlnosci potegi C' wzgledem opr, ogr sa rowne.
Mozemy wiec zapisa¢ CX; - CXy, =
pot(C,opr) = pot(C op;) = CYy - CYs, za-
tem na czworokacie X X5Y1Y5 mozna opisac
okrag.
Srodek okregu opisanego na X1 X,YY, lezy
na przecieciu symetralnej X; X, oraz Y;Y5.
Symetralna X; X5 jest prostopadta do BC
i przechodzi przez $rodek odcinka DI. Pro-
sta prostopadta do BC' i przechodzaca przez
D przechodzi réwniez przez O, wiec z twier-
dzenia Talesa symetralna X, X, przechodzi
przez $rodek odcinka O1. Analogicznie dowo-
dzimy, ze symetralna YY5 przechodzi przez
ten punkt, wiec jest on srodkiem okregu opi-
sanego na X; X,Y Y5,

Analogicznie udowadniamy, ze punkty X; Xo71 75 leza na okregu o $rodku w potowie
odcinka OI, wigc wszystkie szes¢ punktow Xy, Xy, Y1, Y5, Z1, Z5 lezy na tym okregu.

Rozwigzanie OL M.2
Formalnie definiujemy wyréznik tréjmianu jako A(ax? + bz + ¢) = b? — 4ac.
Sprawdzmy, ze wyznacznik trojmianu nie zmienia si¢ przy wykonywaniu operacji:

1. Tutaj A(cx?® + bx + a) = A(az? + bx + ¢) trywialnie.



2. Mamy a(z+t)? +b(x +1t) + ¢ = ax® + (2at + b)z + (at® + bt + ¢). Stad tez A (a(x +
)2+ b(x+1t) + c) = (2at + b)? — da(at® + bt + ¢) = b* — 4ac = A(az® + bx + ¢).

Te cze$¢ mozna by rowniez uzasadnic bez obliczen: trzeba zauwazyé, Ze jezeli xq, xo
sq pierwiastkami tréjmianu ax® + bx + ¢ (aby zawsze istniaty trzeba liczb zespolo-
nych. .. ), to Alaz® + bx + ¢) = a*(x1 — x2)*. Tréjmian z podstawionym x +t za
x ma pierwiastki x1 — t,xy — t 1 wyraz przy x* réwny a, zatem ma taki sam A jak
wyjsciowy trégmian.

Skoro wyréznik nie zmienia si¢ przy wykonywaniu operacji oraz A(x? — x — 2011) #
A(z? — 2 — 2012), to pierwszego z tych trojmianéw nie mozna zamieni¢ na drugi.

Rozwigzanie OL M.3

Korzystajac z rownosci abed = 1 obliczamy

1 1 a ¢ 1 9 9
— — et — - —_— = — 2
(a—l—b> (c—l—d> ac—i—d—l—b—i—bd ac+ a“be + ac*d + ac = ac (ab + 2 + cd)

1 1 1
(b+—) (d+—) =bd+9+fl+—:bd+bzcd+abd2+bd:bd(bc+2+ad),
C a a C ac

skad otrzymujemy
+1 b+1 +1 d+1 = (ab+ 2 + cd) (bc + 2 + ad)
ats S ety _)=la c c ad) .
ab+2+cd=ab+2+ —

1 2
( ab + —1 > )
ab ab

) 2
Y
co implikuje réwnosé

o) (Do) o) [ ) ()
(e o) = (Ve )

Biorac teraz f (z) =z + %, otrzymamy

(oo ) (o) (o ) (oo ) = (V) o (V)]

Na mocy warunku % < a,b,e,d < 2 liczby \/gi \/g naleza do przedziatu [%,2}. Bada-

jac pochodng f'(z) =1 — % mozemy stwierdzié¢, ze f jest malejaca dla x € (%, 1), ma
minimum w z = 1 oraz jest rosnaca dla z € (1,2). Zatem dla kazdego ¢ € [3,2] mamy

Ponadto

ﬂ

S
s~

1
bc+2—|—ad:bc+2—|—b— ( +
c




f () < max{f(3),f(2)} =2 (te nieréwno$¢ mozna réwniez udowodnié¢ bez uzycia po-
chodnych). Wynika stad, ze

o) () o2) <o)

1

Pozostaje zauwazy¢, ze dla a = b = 2, ¢ = d = 5 nier6wnosc staje si¢ rownoscig i ze liczby

te spetniaja warunki zadania.

Rozwigzanie OL M.4

Niech n bedzie iloScig wierszy, a m iloscig kolumn tablicy. Ponadto niech x; bedzie
liczba znajdujacy sie w k-tym wierszu i [-tej kolumnie. Wtedy

m n
Tg1 = E Tkj - E Til,
j=1 i=1

wiec suma S wszystkich liczb w tablicy jest rowna:

-5 (En) S (E (o 5e) S (E £ (E0))-

k=1 k=1 \I=1 \j= k=1

k=1 \j=1

Jedynymi rozwigzaniami réwnania S = S? s 0 1.

Rozwigzanie OL M.5

Przeliczenie brutalne.

Zauwazmy, ze n'® —n* =n*(n'? — 1) =n* S+ )(n® — 1) = n*(n® + 1)(n® + 1)(n —
1)(n® + n + 1). Skoro k2! — 2% to k < 2!6 — 2% = 2.3%.5.7-13. Wykazemy, ze
24.32.5.7-13 = 65520 jest szukang liczba, pokazujac podzielnoéé liczby n'6 — n* przez
kolejne czynniki.

Dla n parzystych 16|n*. Dla n nieparzystych n* = n' =1 mod 16.

Dla n podzielnych przez 3 zachodzi 9!714. Gdy n =1 mod 3, to 3‘71 —1i3n?+n+1,
natomiast gdy n =2 mod 3, to n mod 9 € {2,5,8}, stad 9|n® + 1.

Gdy 5|n, to takze 5‘n4, natomiast jezeli n = 1 mod 5, to 5’71 — 1. Jezeli n przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 2 lub 3, to n® = 4 mod 5, zatem 5‘716 +1,agdy n =4
mod 5, to 5|n3 +1.

Podzielnosci przez 7 i 13 wynikaja, w przypadku gdy n jest wzglednie pierwsze z 7,13,
z malego twierdzenia Fermata: 7|n® — 1 oraz 13|n'? — 1, a w przypadku 7|n czy 13|n sa
trywialne.

II rozwigzanie

Niech k bedzie szukang liczba.
Skoro k[2'6—2% to k < 216—2% = 24.3%.5.7-13. Wykazemy, ze k = 2*.32.5.7-13 = 65520
jest szukana liczba, pokazujac podzielnoéé liczby n'® — n* przez kolejne czynniki.



Zauwazmy, ze jezeli p jest pierwsza, a n nie jest wzglednie pierwsze z p, to p|n, wiec
p*|n*|n'® — n'. Pozwala nam to rozwazaé tylko przypadki, gdy n jest wzglednie pierwsza
z 2,3,5,7,13 odpowiednio.

Poczynhmy nastepujaca obserwacje:

Obserwacja OL M.5 1. Jezeli dla pewnego m calkowitego zachodzi n' = 1 mod m
i 112, to
n1® = pt.pl2 = pt. ()20 =t 120 =t mod m.

Aby dokonczy¢ zadanie wystarczy znalezé odpowiednie [ dla m = 24, 32,5,7,13.

W przypadku m = 2* przeliczamy bezposrednio, ze n* =1 mod 16 dla kazdej liczby
nieparzystej n.

Dla pozostatych czynnikéw uzywamy twierdzenia Eulera. Wartosci funkcji ¢ Eulera
to

0(3%) = 6[12,0(5) = 4|12, (7) = 6]12,p(13) = 12|12, wiec

=1 mod9, n*=1 mod5 n°=1 mod7, n?=1 mod 13.
Rozwigzanie OL M.6

Niech f bedzie dowolna funkcja spelniajace dane réwnanie. Definiujemy g(z) := f(x)—
f(0). Woéwezas g rowniez spelnia dane réwnanie, bowiem f(z) = g(x) + f(0), co po
podstawieniu do réwnania z zadania implikuje

zg(r) +2f(0) —yg(y) —yf(0) = (z —y)g(z +y) + (x — y) £(0),

skad po redukeji sktadnika (x — y) f(0) otrzymujemy zg(z) — yg(y) = (x — y)g(z + y).
Obliczamy ¢(0) = f(0)— f(0) = 0. W réwnaniu spelnianym przez g ktadziemy y = —u:

zg(x) + xg(—x) = 229(0) = 0.

Wynika stad, ze g spelnia g(—z) = —g(x), czyli jest nieparzysta.
W réwnaniu spetnianym przez ¢ w miejsce y podstawiamy —y:

zg(z) — (=y)g(—y) = (x — (—=y))g(z — y).

Korzystamy z nieparzystosci ¢ i otrzymujemy zg(z) —yg(y) = (x+y)g(z—y). Zauwazamy,
ze lewe strony otrzymanego réwnania i réwnania poczatkowego sa réwne, wigc:

(x —y)g(zr +vy) = (x+y)g(xr —y) dla wszystkich x,y € R.

Niech a,b bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Kladac o = 22 i y = %t otrzy-

mujemy rownosé ’ ’
bg(a) = ag(b).
Skoro a, b byly wybrane dowolnie, to rownos¢ ta zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywi-
stych.
Uwaga: przy zamianie zmiennych w réwnaniach funkcyjnych trzeba zawsze uwazaé, czy
nowe zmienne, takie jak tutaj a,b, mogq przyjmowac dowolne wartosci.
W powyzszym rownaniu podstawiamy b = 1, otrzymujac

g(a) = g(1)a.



Dowodzi to, ze zaréwno ¢ jak i f, rozniaca si¢ od g o stata, sa liniowe.

Wykazalismy, ze wszystkie funkcje spetniajace zadane réwnanie sg liniowe. Pozostaje
sprawdzié, ze wszystkie funkcje liniowe faktycznie spelniaja ten warunek. Jezeli f(z) =
ax + 3, gdzie a, f € R, to

vf(x) —yfly) =z(ar +B) —ylay +B) = a(z +y)(x —y) + Bz —y) =
(z—y)alzr+y)+B8)=(x—y) flz+y).

Rozwigzanie OL M.7

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi a? + b* > 2ab. Mnozac te nieréwnosé
stronami przez a® (mozemy to zrobi¢, gdyz a? > 0), otrzymamy

a* + a*b* > 2a°b. (6.3)
Zapisujemy nieréwnos¢ 6.3 dla par (a, b) rownych (z, ), (y, x), (y, 1), (1,y), (z, 1), (1, x)
i dodajemy stronami otrzymanych szes¢ nieré6wnosci, otrzymujac nierownosc
2@ +yt + 2 + P+ P+ ) 22y + e+ 2P+ P o+ y),
ktora réwnowazna jest nierownosci wyjsciowe;j.

Rozwigzanie OL M.8

Udowodnimy ogolniejsze twierdzenie
Twierdzenie OL M.8 1. Jezeli a > 1 jest catkowita, a n,m — catkowite dodatnie, to
NWD(a" —1,a™ — 1) = a"VPem 1,

Intuicyjnie dowod polega na wykazaniu, ze obliczajgc NWD algorytmem Euklidesa obli-
czamy NWD dla wyktadnikow. Formalnie dowdd przeprowadzimy przez indukcje, intuicja
bedzie widoczna w kroku indukcyjnym.

Dowéd. Przez indukcje po n + m.

Baza indukcji. Jezeli n+m = 2, ton =m = 1. W tym przypadku NWD(a" —1,a™ —
1) = NWD(a—1,a—1) = a—1=a"WPLD 1 = oNWDmm) _ 1 zatem teza jest
speliona.

Krok indukeyjny. Jezeli n = m to teza jest trywialna. Zatézmy, ze n # m; bez straty
ogblnosci n > m. Obliczamy:

NWD(a" —1,a" —1)=NWD(a" —1—-(a™ —1),a™ — 1)
NWD(@(a"™ —1),a™ —1) = NWD(@" ™ —-1,a™ —1).

przy czym ostatnie przejscie wynika z tego, ze liczby a i a™ — 1 sa wzglednie pierwsze.
Liczby n — m,m sa calkowite dodatnie, a suma (n — m) + m jest mniejsza niz m + n,
wiec mozemy zastosowaé zatozenie indukcyjne i stwierdzi¢, ze NWD(a" ™ —1,a™ —1) =
aNWPm=mm) 1 Ale NWD(n —m,m) = NWD(n,m), wiecc NWD(a"™™ —1,a™ — 1) =
aNWPmn) _ ] Facznie

NWD(a" —1,a™ —1) = NWD([@ ™ —1,a™ — 1) = ¥WPmm) _ 1,

co konczy dowdd kroku indukeyjnego i twierdzenia. O



11 sposob. Ten sposob wymaga teorii zwigzanej z pojeciem rzedu. Chetnych odsytam do
odpowiedniego koétka na matma.ilo.pl.
Przypomnijmy, ze dla kazdych x, y, d podzielnosci d !x id |y sg rownowazne d ‘ NWD(z,y).
Niech d > 1 bedzie liczbg catkowita. Liczby nie bedace wzglednie pierwsze z a nie dziela
zadnej ze stron réwnania, wiec mozemy zatozy¢, ze NW D(a,d) = 1. Niech r := ord(a, d)
bedzie rzedem a modulo d. Wtedy

AINWD(a" —1,a™ —1) & d|a" —1id[a" -1 a"=1 moddiad™ =1 mod d.

Lemat o rzedzie méwi, ze dla kazdego [ przystawanie a' = 1 mod d zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy r = ord(a, d) }l. Przeksztalcamy wiec dalej rownowaznie

a"=1 moddiad"=1 modd(:>7’|nir|m<:>

& r‘NWD(n,m) & MWPrm) =1 mod d < d|aNWD(n»m) 1

]

Wracajac do zadania — podzielnos¢ a™ — 1 ‘am —1 jest réwnowazna NW D(a"—1,a™ —
1)=a"—1.

Korzystajac z twierdzenia wiemy, ze NWD(a” —1,a™ — 1) = a"WP™™) 1 wiec jest
réwne a™ — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy NW D(n,m) = n, czyli gdy n‘m

Ostatecznie podzielno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n|m.

Rozwigzanie OL M.9

Skoro a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw trojkata, to a < b+ ¢, wiec a + b+ ¢ < 2(b + ¢).
. 1 1 . 2
Wynlka ste}d 20b+c) < P Cth ﬁ“c < a—‘rl;l-i-c'
Analogicznie dowodzimy, ze spetnione sg nieréwnodci: -2 < —22_ j < 2c

) ) ) cta a+b+c © a+bd a+b+c’
Laczac te nieréwnosci otrzymujemy

a b c 2(a+b+c)
— + < =
b+c c+a b+a a+b+c

Oznaczmy ¢ := 1/1999. Wykazemy, ze przyktadowym tréjkatem spelniajacym nieréw-
nosé
a b
b+c+c+a+a+b
jest trojkat o bokach (a,b,¢) = (1,1,¢). Bezposrednio sprawdzamy, ze dtugosci bokow
tego trojkata speliajg nieréwnosci trojkata, czyli jest to dobrze zdefiniowany tréjkat.
Obliczamy

> 1,999

T e
b+c c+a a+b l4+e 1l+e 1+1° 14e 20 7777

Rozwigzanie OL M.10

Nie jest to mozliwe.
Oznaczmy S = 1+ 22+ ... + 27+ y1 + Y2 + ... + y7. Zauwazmy, ze gdy tablica
wypetiona jest samymi jedynkami, to S = 14. Jedli liczbe stojaca na przecieciu i-tego


matma.ilo.pl

wiersza i j-tej kolumny zastapimy liczbg przeciwng, to zaréwno x;, jak i y; zmniejsza si¢
lub zwieksza o 2. W takim razie suma po zmianie réwna bedzie S + 4, S lub S — 4.

Za pomoca wyzej opisanych zamian mozemy uzyskac¢ z wyjsciowej tablicy kazdy uktad
+1. Suma z zadania jest dla kazdej z otrzymanych tablic liczba, ktéra daje reszte 2 przy
dzieleniu przez 4, suma ta nigdy nie przyjmuje wiec wartosci 0.

6.6 Trudniejsze

Rozwigzanie OL T.1

Niech (Z) — n~(n—11).~2.:.~(l—k+1)‘

Najpierw rozwazmy éhalogiczny problem dla przestrzeni dwuwymiarowej. Niech f(n)
oznacza maksymalng liczbe obszaréw, na ktore dzieli ptaszczyzne n prostych.

Wiemy, ze n — 1 prostych dzieli plaszczyzne maksymalnie na f(n — 1) obszaréw.
Prowadzimy n-ta prosta [ w taki sposéb, by nie byta réwnolegta do pozostatych i nie
przechodzita przez istniejace juz punkty przeciecia.

Proste, ktore juz sg narysowane wyznaczaja na [ doktadnie n — 1 punktéw i tym
samym n odcinkéw (w tym potprostych). Kazdy z wyznaczonych na [ odcinkéw dzieli
obszar ptaszczyzny, w ktorym sie znalazt na dwa obszary, wigc liczba obszaréw wzrasta
w skutek narysowania [ o n.

Liczba obszaréw moze wzrosna¢ najwyzej o n, gdyz kazda z n — 1 narysowanych juz
prostych moze przecina¢ [ w co najwyzej jednym punkcie. Otrzymujemy wiec zaleznosé
f(n)=f(n—=1)4+noilen > 1.

Pozostaje zauwazy¢, ze f(0) = 1 i przeprowadzi¢ rachunek:

F) = fn=1) b= Fn =2+ (0= D4 == fO #1424 =14 ("] 1),

Przejdzmy do przypadku tréjwymiarowego.

Oznaczmy przez g(n) maksymalng liczbe obszaréw, na ktére dzieli przestrzen trojwy-
miarowa n plaszezyzn. Liczbe g(n) wyznaczymy analogicznie jak f(n).

Wiemy, ze n — 1 plaszezyzn dzieli przestrzenn maksymalnie na g(n — 1) czedci. Pro-
wadzimy n-ta ptaszczyzne 11 w taki sposéb, by nie byta rownolegta do zadnej z prostych
bedacych przecieciem juz narysowanych ptaszczyzn.

Kazda z n — 1 narysowanych ptaszczyzn moze przecinaé¢ II wzdhuz co najwyzej jednej
prostej. Z pierwszej czesci rozwiazania wiemy, ze f(n — 1) to maksymalna mozliwa liczba
obszaréw, na ktora dzieli ptaszczyzne n — 1 prostych, zatem maksymalna ilos¢ obszaréw,
na ktore II moze by¢ podzielona to f(n — 1) i w ww. konstrukeji IT jest podzielona na te
liczbe obszardw.

Kazdy obszar, wyznaczony na ptaszczyznie 11, dzieli obszar przestrzeni, w ktorym jest
umieszczony, na dwa obszary. Wynika stad, ze liczba obszaréw w przestrzeni zwigksza sie

o f(n—1). Skad g(n) =g(n—1)+ f(n—1).
Lemat OL T.1 1. Dla liczb naturalnych k < n zachodzi wzor

>()= (o)



Dowdd lematu. W dowodzie wykorzystamy wtasnosé¢ trojkqta Pascala (;) + (lcj—l) = (;:11)

(-2 (61 () -2 65) -2 () -

=0 =0 =0 1=0

(2

n+1 - i - i n+1
B <k+1)+ — (k+1>_0_;<k+1> B (k+1)‘

7

]
Skoro ¢g(0) = 1, to wykorzystujac lemat przy k = 2 wyznaczamy g(n):
n—1 n—1 ’L—|—1
o) = o0 =1)+ 7= 1) =90+ 350 =1+ 3 (14 (15 1)) -
i=0 i=0
" (i "~ (i n+1
1+n+; 2>:1+n+;(2):1+n+< ; )

Rozwigzanie OL T.2

Punkt 1.
Niech f bedzie funkcja spekliajace dane réwnanie. Dokonujemy kilku podstawien
w wyjsciowym réwnaniu:

1. Kladziemy = =y = 0, otrzymujac 2f(0) = 4f(0), a stad f(0) = 0.

2. Biorac x = 0 otrzymujemy f(y) + f(—y) = 2f(y), zatem f(—y) = f(y), czyli f jest
parzysta.

3. Podstawiajac x := ny dla n € N, otrzymujemy
f((n+1y) + f((n = 1)y) = 2f(ny) +2f(y).

Wykorzystujac te ostatnig zaleznosé indukcyjnie dowiedziemy, ze

flny) = n*f(y). (6.4)

Dla n = 0 réwno$¢ 6.4 wynika z pierwszego podstawienia, a dla n = 1 réwnoécé 6.4 jest
tozsamosciowa.

Niech réwnosé 6.4 bedzie spetniona dla ki k — 1, gdzie k jest catkowite, k — 1 > 0.
Pokazemy, ze jest ona rowniez spetniona dla k + 1:

F((k+1)y) =2f(ky) +2f(y) — f((k—1)y) =
2k f(y) +2f(y) — (k= 1)%f(y) = (K> + 2k + 1) f(y) = (k + 1)*f(y).



Na mocy zasady indukcji matematycznej dla kazdego naturalnego n zachodzi: f(ny) =

n?f(y).

Punkt 2.

Kladac y = 1 otrzymujemy dla liczb naturalnych nastepujaca réwnoséé: f(n) = n?f(1).
Podstawiajac y = —1 i korzystajac z parzystosci f zauwazamy, ze ta zaleznosc¢ jest praw-

dziwa takze dla calkowitych liczb ujemnych: f(—n) =n?f(—1) = (—n)%f(1).
Pokazuje to, ze f(n) = an® dla n € Z i pewnego a € Z. Pozostaje sprawdzi¢, ze
wszystkie funkcje tej postaci speliaja zadane réwnanie:

fla+y) + f(x—y) = a(z®+ 22y +y°) + a(a® = 2zy + ) = 200 + 2ay® = 2f (x) +2f (y).

Rozwigzanie OL T.3

Wiemy, ze wyrazenia postaci (a1 + bj)(az + b;)...(a, + b;) sa réwne dla kazdego
naturalnego 1 < j < n. Niech W(z) := (a1 + x)(az + x) ... (a, + x). Wowczas W (b,) =
W(bs) =...=W(b,) =: C, dla pewnej liczby rzeczywistej C. Niech Q(x) := W (z) — C.
Zauwazmy ze V1<;<,Q(b;) = 0. Na mocy twierdzenia Bezout wielomian @) jest wiec postaci
Q(z) = (x—b)(x—b3)...(x—b,)P(zx), dla pewnego wielomianu P. Wielomian () ma ten
sam stopien co wielomian W i taki sam jak W wspotezynnik wiodacy, czyli 1. Pokazuje
to, ze P =11 tym samym

Q(z) = (x —b)(x —by)...(x —by)

Dla ustalonego j zbadajmy wartos¢ Q(—a;). Skoro W(—a;) = (a1 — a;)(as —a;) ... (a, —
a;j) = 0, to Q(—a;) = W(—a;) — C = —C. Z drugiej jednak strony Q(—a;) = (—a; —
bi)(—a; —b2)...(—a; —by) = (=1)"(aj +b1)(a; +b2) ... (a; +by). Przyréwnujac do siebie
te dwa wyrazenia otrzymujemy —C = (—1)"(a; + b1)(a; + b2) ... (a; + b,), czyli

(a; +b1)(a; +b2) ... (a; +b,) = C(—1)"H

Lewa strona ostaniej rownosci jest szukanym iloczynem liczb w j-tym wierszu. Pokazali-
$my, ze jest on niezalezny od wiersza i zawsze réwny C(—1)""1 co koniczy dowdd.

Rozwigzanie OL T.4

Definicja OL T.4 1 (Liczba bezkwadratowa). Liczba calkowita n jest bezkwadratowa
jezeli dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi p? /fn

Definicja OL T.4 2 (Czegs¢ bezkwadratowa). Jezeli liczba n jest catkowita i n # 0, to
istnieje taka liczba bezkwadratowa m, Ze n = s* - m dla pewnego s catkowitego.
Czes¢ bezkwadratowq oznaczamy Bk(n) (nie jest to przyjete powszechnie oznaczenie).

Niech dla zbioru X symbol [[(X) oznacza iloczyn wszystkich elementéw X.

Niech A oznacza zbior wybranych liczb, a pq, . . ., pas 0znaczajg liczby pierwsze mniejsze
od 100. Zauwazmy, ze elementy A sa iloczynami liczb z {py, ..., p2s}.

Niech B C A bedzie dowolnym podzbiorem. Wtedy Bk ([[(B)) = p{* - ... - p3?°
dla pewnych aq, ..., as; catkowitych nieujemnych, a ze jest to liczba bezkwadratowa, to
ai,...,095 < 1.



Kazde a; przyjmuje jedna z wartosci 0, 1, wigc mozliwych wartosci iloczynu pi* - ... -
p33* = Bk ([1(B)) jest 2.

Niepustych podzbioréw zbioru A jest 226 — 1 > 22°. Wynika stad, ze dla pewnych
podzbioréw B,C C A, takich, ze B # C, zachodzi

Bk <H(B)) — Bk (H(C)) .

To juz dowodzi tezy, trzeba tylko przettumaczy¢, co znaczy ten napis.
Niech m := Bk ([[(B)), wtedy [[(B) = s*-m, [[(C) = t* - m dla pewnych s,
catkowitych. Niech D := (B — C) U (C' — B). Obliczamy

B TIC) (stem )
1™ = TEaep ‘(H<Bm0>) '

wiec iloczyn liczb z D jest liczba calkowita bedaca kwadratem liczby wymiernej, zatem
iloczyn ten jest kwadratem liczby calkowitej. Pozostaje zauwazy¢, ze gdyby D = 0, to
B-C=0iC—-B=10,wiecc BCCiCC B, stad B = C, sprzecznos¢.

Reasumujac: D jest niepustym zbiorem, iloczyn elementéw ktorego jest kwadratem
liczby catkowite;j.

Rozdziat 7
Wyktady = LICAMP

7.1 Pochodne

Definicja 1. Niech A C R i niech a € A. Powiemy, Ze funkcja f : A — R jest rézniczko-
walna w punkcie a wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje skonczona granica

i Lt = @) _ @)~ f(a)

h—0 h z—a T —a

= ['(a).

Liczbe f'(a) nazywamy pochodng funkcji w punkcie a. Stosunek W

zem roznicowym funkcyi f.

nazywamy ilora-

Interpretacja geometryczna 2.
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Rozwazmy wykres funkcyi f. Iloraz rézni-
cowy f(x) f() jest tangensem kgta nachy-
lenia szecznej przechodzgcej przez punkty
(a, f(a)) i (x, f(x)) do osi OX. Zgodnie z in-
tuicjq, przechodzqc z x-ami do granicy, otrzy-
mamy tangens kqta nachylenia stycznej, o ile
taka styczna istnieje. Zatem wartosé pochod-
nej w punkcie a jest wspotczynnikiem kie-
runkowym stycznej do wykresu, przechodzq-
cej przez a.

Stwierdzenie 3 (Wtasnosci pochodnych). Niech f, g : [a,b] — R bedq funkcjami réznicz-
kowalnymai. Wtedy:

L (f+g9) =f+4d

2. (c- f) =c- f', gdzie c jest stalg rzeczywistq
3. (f-9) =19+ g

!/ , ,
4. jezeli g(x) # 0 dla x € [a,b], to (5) — l'a—tg

5 (f(9) =1(9)-¢

Stwierdzenie 4 (Pochodne funkcji elementarnych). W przypadku najprostszych funkcji
pochodne mozemy wyznaczyé z nastepujgcych wzorow:

1. (a)) =0dlaaeR

2. (x) =

3. (2*) = ax®! dla o € R\{0}

4. (sinx) =cosz, (cosz) = —sinx
5. (") =¢€"

6. () =Ina-a® dlaa>0

7. (Inz) dla x>0

Zadanie OL DIFF.1
Oblicz pochodne nastepujacych funkeji:

1 728 + 423 + 2% + 22 + 1 5. (22° +17) (2% — 22° + )
2. 5/ 6. 243
3. m% 7. (x2+§)13

4. at 8. cos2x



9. sin’x 13. 4In9zx

10. tgz 14. In(In(Inx))
11. €3 15. 23
12. e*sinx 16. z*

Definicja 5 (pochodne wyzszych rzedéw). Niech n € N i niech funkcja f : [a,b] — R ma
w calym przedziale pochodne rzedéw do (n — 1) wlgcznie. Wowcezas f ma n-tg pochodng
w a wtedy i tylko wtedy, gdy f™=Y jest réiniczkowalna w a. Przyjmujemy

£ (@) — i 070 =S @)

r—a Tr — Qa

Lemat 6 (lemat Fermata - warunek konieczny istnienia ekstremum). Niech f : (a,b) — R
osigga w punkcie xo ekstremum. Jesli pochodna w tym punkcie istnieje, to f'(xq) = 0.

Twierdzenie 7 (Rolle’a). Zaldimy, Ze funkcja f : [a,b] — R jest ciggla na [a, b] i rézZnicz-
kowalna w kazdym punkcie x € (a,b). Jesli f(a) = f(b), to istnieje taki punkt x¢ € (a,b),
ze f'(xg) = 0.

Twierdzenie 8 (Lagrange’a). Niech f
la,b] — R bedzie funkcjq ciagla na |a, b i roz-
niczkowalng w kazdym punkcie x € (a,b).
Istnieje taki punkt £ € (a,b), Ze

f(b) - f(a)

e ===

Twierdzenie to méwi, ze w przedziale (a,b) istnieje punkt, w ktérym styczna do wy-
kresu f jest réwnolegta do siecznej poprowadzonej przez punkty (a, f(a)), (b, f(b)); w sy-
tuacji na rysunku sg to az dwa punkty: &1, &.

Whniosek 9. Zalézmy, ze A C R, [e,d] C A, a funkcja f : A — R jest ciggla na [c,d]
i rozniczkowalna w (¢, d). Wowczas:

1. Jesli f'(x) > 0 dla kazdego x € (¢,d), to f jest rosngca na (c,d).
2. Jesli f'(x) <0 dla kazdego x € (c,d), to [ jest malejgca na (c,d).

Przy nieréwnosciach nieostrych funkcja jest odpowiednio niemalejgca/nierosngca.



Twierdzenie 10. Funkcja ciggla f : [a,b] — R rézZniczkowalna w (a,b) ma w punkcie
xo € (a,b):

1. Minimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x¢) = 0 oraz istnieje § takie, Ze f'(x) <
0 dla x € (xg — d,20) @ f'(x) >0 dla x € (g, 20+ 0).

2. Maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy f'(xo) = 0 oraz istnieje § takie, Ze
f'(x) >0 dlax e (xg—6,z0) 1 f'(x) <0 dlax € (xg,x0+ ).

Uwaga 11. Dowody powyzszych twierdzen mozna znalezZé w kazdym podreczniku do ana-
lizy, np. Grigoriy M. Fichtenholz, “Rachunek rézniczkowy i catkowy”, tom I.

Zadanie OL DIFF.2
Zmnajdz ekstrema nastepujacych funkcji:

1. 322+ 52 +2
2. 3z* — 8z — 622+ 24x + 7
3. 3+ 2%+

4. 2sinx + cos®

Zadanie OL DIFF.3

Objetosé walca jest rowna 2507. Wyznacz dlugo$é promienia jego podstawy tak, aby
pole jego powierzchni catkowitej byto najmniejsze.
Zadanie OL DIFF.4

Pokaz, ze dla x € (0, §) zachodzi sinz < .

Zadanie OL DIFF.5

Pokaz, ze jezeli n jest liczba naturalng wigksza od 2, to

"Wn+1< Un.

Zadanie OL DIFF.6

Wykaz, ze réwnanie e = 2 + 2z + 3 ma dokladnie jedno rozwigzanie w liczbach
rzeczywistych.

Zadanie OL DIFF.7

Dla jakich k& € R réwnanie 3z% — 162° + 1822 + k = 0 ma 4 rozwigzania?



7.2 Nierownos¢ Jensena

Definicja 1.
Funkcja f : [a,b] — R jest wypukla wtedy
i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x,y € [a,b]
i dowolnej liczby t € [0,1] zachodzi nieréw-
nosc:

fltz + (1 —=t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y)

()

f(x)
fE-z+(1—1t)-y)

[¥<)

| |
| |
| |
| |
Ttz +(1—1t)-y

Gdy nierownosé zachodzi w drugg strone,
funkcja jest wklesta.

Twierdzenie 2. Zaléimy, Ze f : (a,b) — R jest rézniczkowalna. Wowczas f jest wypukia
(wklesta) na (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest rosngca (malejaca) na (a,b).

Uwaga 3. Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w kazdym podreczniku do analizy,
np. Grigoryy M. Fichtenholz, “Rachunek réozniczkowy i catkowy”, tom L.

Whiosek 4. Jesli funkcja f : (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna, to f jest wypukta
(wklesta) na (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego x € (a,b) zachodzi nieréwno$é
f"(@) >0 (f"(z) <0).

Uwaga 5. Przyktady funkcyi wypuktych i wklestych:

Funkcje wypukte

Funkcje wkleste

x® na (0,00) dla a € (—o0,0] U [1,00)

z* na (0,00) dla a € [0, 1]

a dlaaeR

adlaaeR

2?1 na (0, 4+00)

2?1 na (—o0,0)

V& na (—o0,0)

Iz na (0,400)

sinz na (0, )
cosx na (=5, %)
Inx

sinx na (7, 2m)
cosz na (5, °7)

ea:

Twierdzenie 6 (nieréwnosé¢ Jensena). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg wypuklq. Jezeli
X1, T2, ..., Ty € [a,b], a1, 0,...,a, € [0,1] oraz Yoy = 1, to zachodzi

flarms +agzs + .o+ zn) < arf(z) + anf(22) + ..+ o f(2,)
Jesli funkcja jest wklesta, nieréownosé zachodzi w drugg strone.

Dowdd. Zastosujmy indukcje wzgledem n. Dla n = 2 nieréwnos¢ wynika z definicji wypu-
ktosci. Zaldézmy teraz, ze nierdwnosé zachodzi dla n i dowolnych punktow x, zo, ..., x, €
la,b] z wagami tq,t9,...,t, € [0,1] o sumie réwnej 1. Niech y1,y2,...,ynt1 € la,b],
S1,82, .-+, Spy1 € [0, 1] oraz Xs; = 1. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze s,11 > 0. Wtedy:

f(s1y1+ S22+ ...+ Sps1Ynt1) =

Sn Sn+1

f (513/1 + SoYa + ..o+ Sn—1Un—1 + (8n + Spp1) ( Yn +
Sn + Sn+1




slf<y1>+52f<y2>+...+sn_1f<yn_1>+<sn+sn+l>f( LI y)

Spn + Spt1 Sn + Sp+1
na mocy zatozenia indukcyjnego zastosowanego do t; = s;, v; =y; dlat=1,2,...,n—1
oraz t, = Sy + Spt1 1 Ty = - f;‘nHyn + Sns:;’:HynH. Szacujac ostatni sktadnik z definicji
wypuktosci

Sn Snal Sn Sn41
f (—yn + —*ynﬂ) < —"—f(yn) + —"—F(yor1),

Sn + Sn+1 Sn + Sn—f—l Sn + Sn+1 Sn + Sp+1

konczymy dowod. [

Zadanie OL JEN.1
Wykaz, ze dla dowolnych a, b, ¢ dodatnich zachodzi

3a> +3b* + 3¢ = (a+ b+ c)*

Zadanie OL JEN.2

Dowiedz, ze jesli a, b, ¢ sa dodatnie i sumuja si¢ do 1, to

a® + 0>+ > (@ + b+ PP

Zadanie OL JEN.3
Niech z,y, 2 beda katami w trojkacie. Pokaz, ze

3
sinx 4+ siny + sin 2z < T\/_

Zadanie OL JEN.4
Wykaz, ze jezeli a, B, sa katami w tréjkacie ostrokatnym, to prawdziwa jest nieréw-
nos¢

N

¢
&5 2 2

Zadanie OL JEN.5

Udowodnij nieréwnosé

{’/3+€/§+{’/3—€/§<2€/§.

Zadanie OL JEN.6
Pokaz, ze dla x,y, 2 € R, takich, ze x + y + 2z = 1 zachodzi
3z+1 3y+1 3z2+1 - 9

r+1  y+1 241 2




Zadanie OL JEN.7

Pokaz, ze jesli a, b, ¢ sg liczbami dodatnimi sumujacymi si¢ do 1, to zachodzi

V46 (2a+b+c¢)+(a+c)(a+2b+¢)++/(a+b)(a+b+2c) < 2V2.

Zadanie OL JEN.8
Wykaz, ze dla dowolnych x,y, z dodatnich zachodzi

oY F 2+ yVe+ 2+ 2Ty <2 +y+ 2)(zy + yz + 2x).

7.3 Izometrie

Bedziemy méwic¢ o obrotach, symetriach, translacjach i sktadaniu ich. Potrzebujemy wiec
formalnej definicji obrotu, a wiec formalnej definicji kata.

Definicja 1. Katem skierowanym £ ABC' nazywamy kqt, o jaki trzeba obrocié wokot B
potprostg BA, aby przeszta ona na potprostg BC. Obracamy przeciwnie do ruchu wskazo-
wek zegara.

Kaqty skierowane oznaczamy symbolem £, w przeciwienstwie do zwyktego <. Kqty roz-
wazamy z doktadnosciqg do wielokrotnosci 360°, jak zwykle.

Wprost z definicji wynika, Ze

LABC = —LCBA.

Lemat 2 (Marzenie poczatkujacego). Dla dowolnych punktow O, A, B, C' takich, Ze
A, B,C # O zachodzi
£LAOB + £BOC = LAOC.

Dowdd. Po obrocie o kat £ AOB pétprosta O A przejdzie na OB, a ta po obrocie wzgledem
O o L BOC przejdzie na OC, zatem tacznie prosta O A przejdzie na OC|, czyli obrociliSmy
o LAOC. [

Przypomnijmy oznaczenia:

obrot wokot O o kat « 03
symetria wzgledem prostej [ | 5
przesuniecie o wektor AB | Tap

Zauwazmy, ze w definicji obrotu rozwazamy zawsze katy skierowane.
Przypomnijmy takze, ze przeksztatcenia sktadamy od prawej strony, tzn. f o g to ta
sama funkcja co f(g(x)).

Twierdzenie 3. Obrot O% jest rowny ztoZeniu symetrii wzgledem dowolnej prostej k
i prostej przecinajgcej k w punkcie A, tworzqcej z k kgt 5.



Dowad.
Niech k,l beda dowolnymi prostymi z zadania,

oznaczmy K € k, L €l tak, by {KAL = 5.
Rozwazmy dowolny punkt B, punkt B’ = Si.(B) oraz
B" = S)(B’). Chcemy wykazaé, ze B” jest obrazem B
przy obrocie O%. Jezeli B = A, to B” = B’ = B = A,
wiec teza jest spelniona. Dalej zaktadamy B # A.
Skoro B, B’ sa symetryczne wzgledem AK, to
ABAK = AKAB', stad 2- ABAK =2-AKAB' =
£BAB'.

Analogicznie 2 - AB'AL =2 - {LAB" = £ B'AB"”. Wynika stad, ze

KBAB" = {BAB' + {B'AB" =2 ({KAB' + {B'AL) = 24K AL = a.

Skoro odbijalismy wzgledem prostych przechodzacych przez A, to |BA| = |B"A|. To
tacznie dowodzi, ze B” = O%(B). O

Whiosek 4 (o sktadaniu obrotéw). Zlozenie O% o O% jest:

1. Obrotem o kgt o + [ wokot punktu X takiego, Ze

AXAB = % oraz £ XBA = —g,

jezeli o + B # 0, przypominam, Ze to réownosé z doktadnoscig do 360°.
2. Przesunieciem o wektor, jezeli o+ = 0°.

Dowaod. Jezeli A = B to teza zachodzi trywialnie.
Niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkty A, B. Niech k bedzie takg prosta, ze
kat pomiedzy ki1 to 5, niech m bedzie taka prosta, ze kat pomiedzy [ i m jest rowny g
Korzystamy dwukrotnie z twierdzenia i otrzymujemy

0% =S;08, 0% =5,,08, zatem O} 00% = S,, 0 S0 5; 0 Sy

Zauwazmy, ze przeksztatcenie S; 0 S; to dwukrotne odbicie
wzgledem tej samej prostej, czyli identycznosé. Stad S, o
S;085;08,=5,,095;.

Zauwazmy, ze proste k,m sa réwnolegte wtedy i tylko
wtedy, gdy tworza takie same katy z [, czyli gdy (katy
skierowane!) %+§ = 180°, czyli a + B = 0°. Jezeli m
i k sa rownolegte, to S, o Si jest translacja, wiec w tym
przypadku teza wniosku zachodzi.

Zaktadamy dalej, ze a4 # 0°, czyli k, m nie sa réwnolegte.
Niech X bedzie punktem przecigcia k i m.

Ponownie korzystamy z twierdzenia i stwierdzamy, ze S,, o
Sk jest obrotem wokot X o kat 2- LAXB = a + .
Ponadto £ XBA = —{ABX = —£ oraz {XAB = £. To

2
konczy dowod w tym przypadku. n




Przyktad 5. Standardowy sposob rozwigzywania zadan przy pomocy obrotow jest naste-
pujqcy:

1. Rozwazamy zlozenie obrotow wokdtl pewnych punktow A i B.
2. Znajdujemy punkty C' ¢ D takie, zZe D jest obrazem C' w tym zlozZeniu.
3. Na postawie punktow C' 1 D wyznaczamy srodek obrotu O.
4. Na podstawie wniosku znamy kqty LOAB, LOBA.
Ponizej przyktad zadania rozwigzanego tym sposobem.

Przyktad 6 (Przyktad zadania). Na Scianach tréjkata AABC budujemy, po zewnetrznej
stronie, trojkaty rownoboczne. Udowodnij, ze srodki ciezkosci tych tréjkgtow tworzg trojkqt
rownoboczny.

Rozwigzanie.

Oznaczmy przez My, My, M3 srodki ciezkosci trojkatéow zbudowanych na bokach BC,
C A, AB odpowiednio. Ewentualnie odbijajac symetrycznie, mozemy zatozy¢, ze L BM,C =
120°. Wtedy £CMsA = LAM3B = 120°. Zauwazmy, ze

031" (B)=C, 0377°(C) = A, 0377 (A) = B. stad 0;7" 0 0,7 (B) = A.

Z wniosku wynika, ze O} 0 012 = 03", przy czym <XM;M, = <XM>M; = 60°
(uwaga: katy nieskierowane), czyli AX MM, jest rownoboczny.

Z kalkulacji OF*"(B) = O3 0 037" (B) = A wynika jednak, ze X = M; (gdyz
|M3A| = |[M3B| i {BM3A = —£AM3B = 240° = L BX A), wiec AM My Mj jest réwno-
boczny.

Definicja 7. Figury A, B sq zgodnie zorientowane, jezeli sq podobne, a ich odpowiadajgce
sobie kqty zorientowane majqg rowne miary.

W dwéch pierwszych zadaniach nie potrzeba uzywac skiadania obrotéw.
Zadanie OL IZO.1

Punkt P lezy wewnatrz trojkata rownobocznego ABC' i jest PA =3, PB =4, PC =
5. P’ jest takie, ze trojkat AAPP’ jest zgodnie zorientowany z AABC. Udowodnij, ze
PP'C =90°.
Zadanie OL 1Z0.2

Na ptaszczyznie dane sg 2 trojkaty rownoboczne zgodnie zorientowane ABC i CDE
(majace wspélny wierzchotek C) oraz punkty F' i G takie, ze AD = AF, BE = BG
i ADAF = LEBG. Wykaz, ze trojkat ACFG jest réwnoboczny.

Zadanie OL 1Z0.3

Dane sg roztaczne oprocz punktu C, zgodnie zorientowane kwadraty ACMN i KLCB
o srodkach P i R odpowiednio. Niech @, S beda $rodkami odcinkéw AB, M L. Wykaz, ze
PQRS jest kwadratem.



Zadanie OL 1Z0O.4

Dane sa punkty A, B, C, D tworzace czworokat wypukty. Punkt P jest taki, ze |AP| =
|BP|, |CP| = |DP| oraz APB = CPD = 90°. Udowodnij, ze |AC| = |BD| i AC L BD.
Przy okazji: jaki jest warunek konieczny i dostateczny na to, zeby przekatne w czworokacie
przecinaly sie pod katem prostym?
Zadanie OL IZO.5

Na bokach czworokata wypuktego ABC' D zbudowano, po zewnetrznej stronie, trojkaty
prostokatne réwnoramienne AABP, ABCQ, ACDR, ADAS, z katami prostymi przy wierz-
chotkach P, @, R, S odpowiednio. Udowodnij, ze PR L @)S.

Zadanie OL I1Z0.6

Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABC'D i jest taki, ze AADP i ABC'P
sa rownoboczne. Na bokach AB i C'D zbudowano, po zewnetrznej stronie, trojkaty row-
noboczne AABL i ACDM . Udowodnij, ze P jest srodkiem odcinka LM.

Zadanie OL I1Z0.7

Po zewnetrznej stronie bokow AB i BC trojkata AABC zbudowano trojkaty prosto-
katne réwnoramienne AABP i ABCQ), z katami prostymi przy wierzchotkach P i Q.
Udowodnij, ze jezeli M - érodek boku AC, to tréjkat M PQ jest tez réwnoramienny pro-
stokatny.

Zadanie OL IZ0.8

Dany jest pieciokat wypuklty ABCDE, w ktorym BC = CD, DE = FA, <BCD =
<DFEA = 90°. Udowodnij, ze z odcinkéw o dlugosciach AC', CE, EB mozna zbudowaé
trojkat. Wyznacz miary jego katéw, znajac miare o kata <AC'E i miare [ kata <BEC.

Zadanie OL IZ0.9

Punkt C jest érodkiem odcinka AB. Okrag o, przechodzacy przez A, C' przecina okrag
0y przechodzacy przez B, C w réznych punktach C, D. Punkt P jest srodkiem tego tuku
AD okregu oy, ktory nie zawiera C'. Punkt @) jest érodkiem tego tuku B D okregu oy, ktéry
nie zawiera C'. Dowiedz, ze C'D 1 PQ.

7.4 Wzory pozornie trywialne

Obserwacja 1 (Podstawowa obserwacja “>). a = b wtedy i tylko wtedy, gdy a — b = 0.
Obserwacja 2. a = b mod n wtedy i tylko wtedy, gdy a —b =0 mod n.

Umowa: reszty z dzielenia przez X (skrotowo reszty mod X) to liczby 0,1,..., X —1.
Reszte z dzielenia przez X liczby s bedziemy oznacza¢ s mod X.

Przyktad 3. Przykladowo 2 mod 7 to po prostu 2, 10 mod 7 to po prostu 3.
Zachodzi sensowna oczywistosé: a mod n = b mod n wtedy i tylko wtedy, gdy a = b
mod n, dla kazdego n catkowitego dodatniego.



Cel wyktadu: liczby k,[ sa wzglednie pierwsze, chcemy okresli¢ zaleznosci pomiedzy
resztami  mod k, mod [, mod k - [, a konkretniej pokaza¢, ze reszty mod k, mod [
moga by¢ wybrane niezalezne (cokolwiek to znaczy). Dla wygody definiujemy n := kl.

Kluczowe w catym wyktadzie jest spostrzezenie, ze jezeli znamy reszte z dzielenia a
przez 6 to znamy tez reszte z dzielenia a przez 2 i 3; ogdlniej: jezeli znamy reszte z dzielenia
przez kl to znamy tez reszty z dzielenia przez ki [.

Lemat 4. a =b mod k i a =0 mod [ wtedy i tylko wtedy, gdy a =b mod kl.

Dowod. < Jezeli a i b daja taka sama reszte z dzielenia przez ki, to i przez ki .
= Jezelia =b mod k, to k‘a— b, analogicznie l|a— b. Skoro k, [ sa wzglednie pierwsze
to znaczy to, ze k:l’a — b. To zas moéwi doktadnie tyle, ze a = b mod kl. O

7.4.1 Przygotowanie

Twierdzenie 5 (Chiniskie twierdzenie o resztach). Niech k,l € Z bedg wzglednie pierw-
sze, n:=k-l.

Jezeli r,r; sq resztami mod k, mod [ odpowiednio, to istnieje doktadnie jedno r, —
reszta mod n taka, Ze

rn, =71 modk, r,=rmr modl.

Dowod. Rozwazmy wszystkie reszty mod n. Jest ich doktadnie k - [. Kazdej reszcie r
mod n mozemy przypisa¢ pare reszt (7" mod k,r mod l).

Z lematu wynika, ze jezelir mod £k =s mod k,» mod [ =s mod [,tor mod n=s
mod n; prosciej méwige otrzymujemy rozne pary reszt.

Par reszt mod k, mod [ jest k- [, a reszt mod n jest n = k - [. Podane wyzej
przyporzadkowanie przypisuje kazdej z n liczb inna z n par, wigc otrzymana jest kazda
z n par, a to jest doktadnie teza, ktora mielismy dowiesc. O]

Wnhioskiem jest nastepujaca obserwacja:

Obserwacja 6. Jezeli znamy reszty mod k ¢« mod [ liczby, to znamy tez jej reszte
mod n; znajomos$cé reszt mod k, mod [ jest rownowazna ze znajomosciqg reszty mod n.

Intuicja: jezeli chodzi o dodawanie, to zbior liczb podzielnych przez m wyglada tak
samo, jak zbidr liczb naturalnych.
Zadanie OL TL.1

Niech n bedzie liczba catkowityg dodatnia.

Udowodnij, ze zbioru liczb catkowitych dodatnich nie mniejszych od n nie da sie po-
dzieli¢ na dwa podzbiory Ny, Ny takie, ze jezeli a,b € Ny, to a+b & Ny oraz jesli a,b € N,
to a4+ b & Ny. Uwaga: Nie zakladamy tutaj a # b.

7.4.2 Pierwiastki

Zajmiemy si¢ teraz znajdowaniem pierwiastkow wielomianu mod n. Formalnie:

Definicja 7. Reszta a jest pierwiastkiem wielomianu f(x), jezeli f(a) mod n = 0,
innymi stowy f(a) =0 mod n.



Przyktad 8 (Trywialny przyklad). Znajd? liczbe pierwiastkow funkcji f(x) = = — 1
mod 15.

Rozwigzanie: jedynqg resztq v takg, Ze r — 1 = 0 mod 15 jest 1, wiec jest jeden pier-
wiastek.

Przyklad 9. Znajd? liczbe pierwiastkéw funkeji f(x) = 22 —1 mod 15.

Rozwigzanie.

Oczywiscie mozna to policzyc¢ (gorzej, gdyby zamiast 15 bylo n).

Zrobmy inaczej. Popatrzmy, ile jest pierwiastkow funkcji f(x) mod 3.

Liczba 3 jest pierwsza, wiec 3‘372 — 1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy B}x —1 lub 3‘x +1. Sq¢
wiec dwa rozwigzania: r1 = 1, x9 = 2.

Réwnanie x> — 1 mod 5 ma réwniez dwa rozwigzania: y, = 1,y, = 4.

Rozwazmy pare (x1 = 1,yo = 4). Z chiniskiego twierdzenia o resztach wynika, Ze istnieje
reszta r mod 15 taka, Ze

r=x; mod3ir=y, modb>H
Zavwazmy, ze
P=z2=1 modk r?=y>=1 modl, zatemr*=1 modn

Otrzymalismy pierwiastek funkcgi f(z) mod 15/

Podobnie postepujqc dla par (x1,11), (X2, 1), (T2, y2) otrzymujemy jeszcze 3 pierwiastki
f(z) mod 15.

Z drugiej strony, jezeli r mod 15 jest pierwiastkiem f(x) mod 15, to r mod 3 jest
pierwiastkiem f(x) mod 3 ir mod 5 jest pierwiastkiem f(x) mod 5, wiec powyzej otrzy-
malismy wszystkie pierwiastki f(z) mod 15.

Odpowiedz: f(x) mod 15 ma 4 pierwiastki.

Whioskiem z poprzedniego przyktadu jest

Twierdzenie 10. Zalozmy, zZe k,l sq wzglednie pierwsze in =k - [.
Zatozimy, ze f(x) mod k ma My, pierwiastkow oraz f(x) mod [ ma M, pierwiastkow.
Wtedy f(x) mod n ma dokladnie My, - M, pierwiastkow.

Zadanie OL TL.2
Tle jest cyfr a € {0,1,...,9} takich, ze ostatnia cyfra liczby a? jest a?
Zadanie OL TL.3

Ile jest liczb catkowitych nieujemnych a mniejszych od 101 takich, ze

a’> =a mod 1000 ?

Zadanie OL TL.4

Ile jest liczb catkowitych nieujemnych a mniejszych od 105 takich, ze

a>=a mod 105 ?
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Wskazowki

8.1 Pochodne

Wskazéwka OL DIFF.1

1. 422° + 1222 + 20 + 2 9. 2sinx cosz = sin 2x
2. 5= 10, 5 =1+tg’z

3. _% 11. 3%

4. 3Vx 12. e*(sinz + cos x)

5. 1627 — 282% + 1225 + 5122 — 68z + 17 13. %

2_ —
6. 2z —12x—9 14 1 1 1

(z—3)? * In(lnz) Inz =z
7.13 (20 — ) (a2 + )" 15. 62 -1n2- 25"
8. —2sin2x 16. 2"(1 + Inx)

Wskazéwka OL DIFF.2

1. Minimum w ¢ = —

[N [

2. Minimum w z = —1, z = 2, maksimum w z = 1.
3. Brak ekstremow.

4. Minimum w x = 2k — 7, maksimum w x = 2k7 + 7, dla k € Z.



Wskazowka OL DIFF.3

Korzystajac ze wzoru na objetosé¢ walca, zapiszmy jego pole powierzchni w zaleznosci
od promienia: V = 7r2H = 250 = P(r) = 2mr? + 27rH = 27r? 4 297 Teraz wystarczy
znalez¢ minimum tej funkcji.

Wskazéwka OL DIFF.4

E) jest ona rosnaca, w zerze ma

Rozpatrujemy funkcje x — sinx. Na przedziale (O, 5

wartos¢ 0, zatem na calym przedziale jest nieujemna.

Wskazéwka OL DIFF.5

Badajac pochodna funkeji f(z) = x%, tatwo dowie$é, ze funkcja ta jest malejaca na
przedziale (e, 400).
Wskazéwka OL DIFF.6

Nalezy pokaza¢, ze wykres funkcji f(z) = e* — 2? — 22 — 3 tylko raz przecina o$ OX.
Aby to dowies¢, badamy pochodng funkcji i pokazujemy, ze wartosci funkcji w minimum
i maksimum lokalnym sg ujemne.

Wskazowka OL DIFF.7

Znajdzmy ekstrema funkcji f(z) = 3z* — 162® + 1822 + k. Aby wykres funkcji 4 razy
przecinal o§ OX, wartosSci w minimach musza by¢ ujemne, a w maksimach dodatnie.
W ten sposéw otrzymamy 3 ograniczenia na wartos¢ liczby k.

8.2 Nierownosé¢ Jensena

Wskazéwka OL JEN.1

Zastosujmy nieréwnoéé¢ Jensena do funkcji wypuktej 22 i argumentéw a, b, ¢

7 wagami %

Wskazéwka OL JEN.2

Podzielmy lewz% strone merownoscn przez a+b+ci ZaStOSUme nieré6wnos¢ Jensena do

2 a c
funkcji wypuktej 22 i argumentéw a?, b%, ¢? z wagami v a+b+c s

Wskazéwka OL JEN.3

Zastosujmy nieréwnos¢ Jensena do funkeji sin z wklestej na przedziale (O, g) i argu-
mentow x,y, 2z z wagami %
Wskazéowka OL JEN.4
. . /) .. .9 . , 8
Zastosujmy nieréwnoé¢ Jensena do funkcji wypuklej tg®x i argumentow §, 5, 3 z wa-

o1
gami 3.



Wskazéwka OL JEN.5

Zastosujmy nieréwno$é Jensena do funkeji wklestej /z i argumentéw 3 + /3,3 — v/3
7 wagami %

Wskazéwka OL JEN.6

. .y, sz s s 3+l 2 4
Zastosujmy nieréwnos¢ Jensena do funkeji wklestej 255 = 3— =7 1 argumentow z, y, 2
1

z wagami 3.

Wskazéwka OL JEN.7

Zastosujmy nieréwnos¢ Jensena do funkcji wklestej /(1 —z)(1 + ) i argumentow

1
a,b,c z wagami 3.

Wskazéwka OL JEN.8

Zastosujmy nieréwnosé Jensena do funkeji wklestej \/x i argumentéw y+z, x+ 2z, 24y

. S y .
odpowiednio z wagami TTeTs TToTs TTeT

8.3 Izometrie

Wskazéwka OL 1Z0.1

Rozwazmy obréot wokot A, przenoszacy B na C. Przenosi on réwniez P na P'. Teza
wynika teraz z twierdzenia Pitagorasa.

Wskazéwka OL 1Z0O.2

Rozwazmy obrot wokét C') przenoszacy A na B. Przenosi on réwniez D na F, stad
|AD| = |BE|. Oznaczmy przez F' obraz punktu F. Sprawdz, ze F’ spelnia warunki
punktu G, wiec F' = G.

Wskazéwka OL 1Z0.3

Rozwaz obrot wokot P przeksztatcajacy A na C' i obrét wokét R przeksztatcajacy C
na B. Udowodnij, ze ich zlozeniem jest obrot wokot @ i skorzystaj z wniosku.

Wskazéwka OL 1Z0.4

Do pierwszej czesci zadania: obro¢ wokot P.

Warunek na to, zeby przekatne przecinaly sie pod katem prostym to a? + ¢ = b% + d?,
gdzie a, b, c,d to kolejne dtugosci bokéw. Najszybszy dowod korzysta z twierdzenia cosi-
nusoOw lub szacowania z twierdzenia Pitagorasa.



Wskazowka OL IZO.5

Rozwaz ztozenie obrotéow wokot P, () przerzucajace A na C' i takiez zlozenie obrotéw
wokot R i .S. Skorzystaj z poprzedniego zadania.

Wskazéwka OL 1Z0O.6

Rozwaz ztozenie obrotu wokot A przeksztatcajacego L na B, obrotu wokét P prze-
ksztalcajacego B na C' oraz obrotu wokot D przeksztalcajacego C' na M.

Mozolnie, korzystajac z wniosku, dowiedz, ze $rodkiem obrotu réwnego ww. ztozeniu
jest P.

Wskazowka OL IZO.7

Dostosuj rozwigzanie zadania o trojkatach prostokatnych réwnoramiennych zbudowa-
nych na bokach czworokata.

Wskazéwka OL IZ0O.8

Niech M bedzie $rodkiem boku AB. Zastosuj poprzednie zadanie i udowodnij, ze
AECM jest prostokatny rownoramienny.

Obroét o 180° wokot M przenosi A na B i daje sie zapisa¢ jako ztozenie symetrii wzgle-
dem prostej MC z symetria wzgledem M FE. Niech K = Sy¢(A). Udowodnij, ze AEKC
jest szukanym trojkatem.

Wskazéwka OL 1Z0O.9

Udowodnij, ze <BQD + <DPA = 180°, rozwaz odpowiednie ztozenie obrotéw prze-
ksztalcajace B — D — A i stwierdz, ze jest ono obrotem wokét C' o 180°. Wylicz stad
katy w APQC.

8.4 Wzory pozornie trywialne

Wskazéwka OL TL.1

Rozwaz na poczatku n =11 liczby 1,2, 3,4, 5.
W ogoélnym przypadku rozwaz liczby n,2-n,3-n,4-n,5 - n.

Wskazéwka OL TL.2

Mozna policzy¢ bezposrednio, ze sg to 0, 1,5, 6.
Mozna tez zbadaé, ze sg doktadnie dwa rozwigzania x> =z mod p o ile p jest pierw-
sze.

Wskazéwka OL TL.3

2 —

Trzeba zbadac, ze sa doktadnie dwa rozwiazania x x mod p* o ile p jest pierwsze,

a k catkowite dodatnie.



Skoro 101000 = 21000, 51000 "+6 7naczy, ze sa cztery rozwiazania.

Wskazéwka OL TL.4

Podobnie jak w poprzednich zadaniach sprawdzamy, ze jezeli p > 2 jest pierwsza, to
2> =z mod p ma 3 rozwigzania mod p.
Wiemy, ze 105 =3 -5 -7, jest wiec 27 rozwigzan.
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