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Rozdziatl 1
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<« 0b0z informatyczno - matematyczny

Z.adania

1.1 Dzienl

SR 1.1
Niech ABC bedzie tréjkatem ostrokatnym, zaé punkty K, L, M odpowiednio srodkami tukéow BC, AC, AB
okregu na nim opisanego, niezawierajacych przeciwleglych wierzchotkéw. Wykaz, ze srodek okregu
wpisanego w trojkat ABC jest punktem przecigcia wysokoéci trojkata K LM.

SR 1.2
Ciag liczb catkowitych (b1, ba, ..., bagog) jest permutacja ciagu (ai, as, ..., azsog). Wykaz, ze iloczyn

(a1 —b1) - (ag —ba) - ... (a2009 — b2009)

jest liczba parzysta.

Py

SR 1.3
Rozwiaz rownanie 2% 4+ 2¥ = 2% w liczbach catkowitych dodatnich.

1.2 Dzien 11

SR 2.1
Jaka jest maksymalna liczba katow ostrych w wielokacie wypuklym?

SR 2.2
Pokaz, ze w kazdym tréjkacie zachodzi

1 1 1 1

< + ;
2r hi  ho r
gdzie 7 to promien okregu wpisanego, a hy, ho to dowolne rézne wysokosci trojkata.

SR 2.3
Pewna potega liczby calkowitej = jest podzielna przez liczbe naturalng n. Uzasadnij, ze istnieje
takie a calkowite, ze (1 — z)a daje reszte 1 z dzielenia przez n.

1.3 Dzien III

SR 3.1
Trzy odcinki o dlugosci 1 przecinaja sie w jednym punkcie. Konce tych odcinkéw sg wierzchotkami
szesciokata. Rozstrzygnij, czy jego obwdd moze byé wiekszy od 6.

SR 3.2
Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych liczba n* + 4 jest pierwsza.
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1.4. DZIEN IV ROZDZIAL 1. ZADANIA

SR 3.3

W pewnym turnieju wystapito n druzyn, grano systemem ”kazdy z kazdym”, bez remiséow. Udo-
wodnij, ze jezeli pewne dwie druzyny wygraly taka sama liczbe spotkan, to mozna wybraé¢ takie
trzy druzyny A, B,C, ze A wygralaz B, Bz C, C z A.

1.4 Dzien IV

SR 4.1
Udowodnij, ze w trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b, przeciwprostokatnej ¢ i wysokosci
h opuszczonej z wierzchotka przy kacie prostym spelniona jest nieréwno$¢ ¢+ h > a + b.

SR 4.2

Dany jest kwadrat 2™ x 2™ z wycietym kwadratem jednostkowym. Rozstrzygnij, w zaleznosci od n,
czy dla kazdego potozenia wycigtego kwadratu mozna wypetnié¢ ten kwadrat klockami w ksztalcie
litery L — dwa kwadraciki z jednym doklejonym obok.

SR 4.3
Znajdz wszystkie liczby pierwsze takie, ze 2P 4 p? jest réwniez liczba pierwsza.

1.5 Dzien V

SR 5.1
Dane mamy liczby rzeczywiste a,b,c. Wiedzac, ze a + b+ ¢ = 0 oraz a® + b? 4+ ¢ = 1, oblicz
434 A
a* 4+ b* 4+ .

SR 5.2

Udowodnij, ze na plaszczyznie ze standardowym ukladem wspélrzednych nie istnieje trojkat réw-
noboczny o wszystkich wierzchotkach majacych wspétrzedne catkowite.

SR 5.3

Niech S bedzie podzbiorem [0, 1] zlozonym ze skoficzonej liczby przedzialéw. Udowodnij, ze jezeli
suma dlugoéci tych przedzialow jest wieksza niz 0.6, to S zawiera dwie liczby, ktorych réznica
wynosi doktadnie 0.1.

1.6 Mecz matematyczny

SR M.1
W tréjkacie ostrokatnym ABC wysoko$ci AD, BE, C'F' przecinaja sie w punkcie H. Uzasadnij, ze
H jest érodkiem okregu wpisanego w DEF'.

SR M.2
W tréjkacie ostrokatnym ABC' odcinek AD jest wysokoscia, a punkty E,F rzutami punktu D
odpowiednio na boki AB i AC. Dowiedz, ze na czworokacie BC'F'E da si¢ opisa¢ okrag.

SR M.3

Ile maksymalnie elementéw moze mie¢ A C {1,2,...,2-2010 + 1} majacy nastepujaca wlasnosé:
nie istnieja x,y, z € A takie, ze x + y = 2

SR M.4

Niech x,y > 1 beda liczbami catkowitymi takimi, ze NW D(z,y) = 1. Udowodnij, ze jezeli n jest
parzysta liczba naturalna, to x + y nie dzieli 2™ + y™.

SR M.5
W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku B jest dwa razy wiekszy od kata przy wierzcholtku A.
Wykaz, ze zachodzi zaleznosé: AC? = BC(AB + BC).

8



SR M.6
Wykaz, ze dla kazdego n € N liczba n? + 3n + 5 nie jest podzielna przez 121.

SR M.7
Udowodnij, ze nie istnieje takie calkowite dodatnie m, ze m(m + 1) jest potega liczby calkowitej
o wyktadniku nie mniejszym niz 2.

SR M.8
Niech a, 8, v beda katami pewnego tréjkata, a a, b, ¢ dtugosciami bokéw lezacych naprzeciwko a, 3,y
odpowiednio. Wykaz, ze prawdziwe sa nieréwnosci:

aa + b+ e

< 90°
a+b+c

60° <

-

SR M.9

Dany jest 2n-kat foremny, n > 2. Yogi i Mateusz graja w nastepujaca gre: na zmiane rysuja
przekatne tego wielokata, ale tak, by nie mialy punktéw wspdlnych z dotychczas narysowanymi
przekatnymi. Przegrywa ten, ktéry nie moze narysowac juz zadnej przekatnej. Zaczyna Yogi, ktéry
z graczy ma strategie wygrywajaca?

SR M.10
Niech liczby a, b, ¢ beda dodatnie. Uzasadnij, ze

A+ +AE 4322+ +PF+a+b+e

1.7 Trudniejsze

SR T.1
Pokaz, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b istnieja takie liczby catkowite ¢, d, ze

¢ +d* = 13(a* + b?).

SR T.2
W czworokacie ABC'D punkty M, N, K, L sa odpowiednio $rodkami bokéw CD, DA, AB, BC.
Wykaz, ze
NL+ MK < AB+BC—|2—CD+DA’
SR T.3

Liczby rzeczywiste dodatnie x,y spelniaja (1 + x)(1 4+ y) = 2. Udowodnij nieréwnosé

1
xy+ — = 6.
Yy

SR T.4

Danych jest 13 odcinkéw, ktorych diugosci sa catkowite. Uzasadnij, ze jesli dlugosci wszystkich
odcinkéw nie przekraczaja 200, to z pewnych 3 odcinkéow da sie zbudowac trojkat. Czy pozostanie
to prawda, jezeli zamiast 13 byloby 12 odcinkéw?

9



2.1. DZIEN I ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

Rozdziat 2

PROSERWY 2010

«mm» 0b0z informatyczno - matematyczny

Rozwigzania

2.1 Dzien I

Rozw SR 1.1

Zauwazmy, ze skoro punkty K,L,M sa odpo-
wiednio $rodkami lukéow BC, AC, AB, to pro-
ste AK, BL,C'M sa dwusiecznymi katow tréjkata
ABC, przecinaja sie zatem w punkcie bedacym
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Wy-
starczy zatem udowodnié, ze proste AK, BL,CM
zawieraja wysokosci trojkata K LM.
Rozpatrzmy katy w trojkacie KLM. Oznaczmy
jako a kat BLK. Luki BK i KC sg réwne, zatem
réowniez <K MC = «. Analogicznie otrzymamy
<ABLM = <MKA =~ oraz <AKL = <LMC =
B. Suma katéw w tréjkacie K LM wynosi 2(« +
B+ ), zatem o + 8+ v = 90°.

Oznaczmy jako X punkt przeciecia prostych AK i
M L. Suma miar katow w trojkacie K X L wynosi
a+ B +v+<KXL. Kat KXL jest wigc prosty,
zatem istotnie prosta AK zawiera wysoko$¢ tréj-
kata K LM. Analogicznie przeprowadzamy do-
wod dla prostych BL i CM.

Rozw SR 1.2
Niech P bedzie iloscig liczb parzystych wsréd aq, ..., asgo9, @ NP — nieparzystych.
Skoro P 4+ NP = 2009, to jedna z tych liczb jest nie wicksza niz 1004.
Zastandéwmy sig, ile moze by¢ maksymalnie par (a;, b;) takich, ze a; 1 b; nie sa tej samej parzystosci.
Para (a;, b;) liczb o réznej parzystosci, zawiera jedna liczbe parzysta i jedna nieparzysta, a wéréd
liczb aq,aq, ..., as009,b1,02,...,b2009 jest doktadnie 2 - P parzystych i 2 - NP nieparzystych, wiec
moze by¢ najwyzej min(2- P,2- NP) < 2008 < 2009 takich par. Powstanie wigc przynajmniej jedna
para liczb o tej samej parzystosci.
Jako ze liczby o tej samej parzystosci daja parzysta réznice, caly iloczyn (a3 — by) - (ag —ba) - ... -
(a2009 — baoog) jest liczba parzysta.
Rozw SR 1.3
Jezeli (z,y, z) spelniaja dane réwnanie to 2% > 2% 2Y zatem z > x,y, czyli z — 1 > x,y. Wtedy
jednak

22 — 2 . 22—1 — 22—1 +2Z—1 > 21, +2y
i rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy © =y = 2z — 1.

Ostatecznie rozwiazaniami réwnania sa tréjki (n,n,n + 1), gdzie n jest calkowite dodatnie.
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ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.2. DZIEN II

2.2 Dazien 11

Rozw SR 2.1

Oznaczmy przez m liczbe katow ostrych wielokata, a przez n liczbe wszystkich katéw. Wiemy, ze
suma miar katéw w wielokacie majacym n katéw wynosi 180° - (n — 2). Zatem prawdziwe jest:

180° - (n — 2) = suma katéw ostrych + suma n —m pozostalych katéw < m-90° 4+ (n —m) - 180°,
ktéra to nieréwnosc jest réwnowazna kolejno nieréwnoéciom:
—360° < —90° - m

m <4
m <3

Zauwazmy, ze tréjkat ostrokatny ma trzy katy ostre, wiec najwiecksza liczbg katéw ostrych wielokata
wypuklego jest liczba 3.

Rozw SR 2.2

Niech a, b beda dlugosciami bokow trojkata, na ktére opuszczone sa wysokosci hy, he odpowiednio,
¢ bedzie dlugoscia trzeciego boku trojkata, a S polem tego tréjkata.
Okrag wpisany w tréjkat jest styczny do wszystkich jego bokow, wiec pole trojkata mozemy zapisaé
jako sume trzech tréjkatéw o podstawach odpowiednio a,b,c i wysokosci r: S = W, skad
28 ahy _ bhy 28
2.

oo . _ 25, _ 28
arre Oczywiscie S = 254 = 252 wiec hy = 22, hy =

Podstawiamy r, hq, ho do nieréwnosci:

T =

a+b+c<i+i<a+b+c
4S8 25 28 25
a+b+c<2a+2b<2a+2b+ 2c.

Prawa nieréwnosé jest oczywista, a odejmujac od lewej stronami wyrazenie a + b, otrzymujemy
nier6wnosé tréjkata: ¢ < a + b.

Rozw SR 2.3
Zatézmy, 7e k jest takie, ze n|z".

Zauwazmy, ze
I-—z)(l+az+a®+.. . +2"H=1"-2"=1 modn

Zatem liczba a = 1 4+ 2 + 2% + ... + 2F~! spelnia warunki zadania.

2.3 Dzien III

Rozw SR 3.1

Zapiszmy szesciokrotnie nierownos¢ tréjkata z oznaczeniami jak na rysunku:
lb—x & a<(l—y)+(1-2) b<(I-z)+(l-y) c<(l—2)+2
" B d<y+z e<z+y f<(Q—-2)+=x
L=z Yy Dodajac nieréwnosci stronami otrzymujemy:
N / a+b+c+d+e+ f<6.
€ Widzimy zatem, ze obwdd danego szeSciokata nie moze byé¢ wickszy niz 6.

11



2.4. DZIEN IV ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

Rozw SR 3.2

Zauwazmy, ze
nt4d=n"+4n2 +4) —4n® = (n*> +2)2 — (2n)* = (n® — 2n + 2)(n® + 2n + 2)
Jezeli n > 1 to kazda z tych liczb jest wicksza od 1, zatem n* + 4 nie jest pierwsze.

Dla n = 1 liczba 1* + 4 = 5 jest pierwsza.
Rozw SR 3.3

Niech druzyny X i Y beda tymi, ktére wygraly po k spotkan, przegraly zatem pon — k — 1.

Po ewentualnej zamianie nazw mozemy zalozy¢, ze druzyna X wygrala z druzyna Y. Wéréd spotkan
z pozostaltymi druzynami X ma k — 1 wygranych i n —k — 1 przegranych, Y natomiast k wygranych
in —k — 2 przegranych.

Zauwazmy, ze zbiory druzyn, z ktérymi druzyna Y wygrala i X przegrala, nie moga by¢ roztaczne,
gdyz k+ (n—k—1) =n—1> n—2. Istnieje zatem druzyna Z, ktéra wygrala z X i przegrala z Y.
Druzyny X,Y, Z sa szukanymi druzynami.

2.4 Dzien IV

Rozw SR 4.1

Zauwazmy, ze pole trojkata mozemy tu zapisa¢ na dwa sposoby: P = %ab = %ch.

Teza jest réwnowazna nieréwnosci (¢ + h)? > (a + b)?, gdyz rozpatrywane przez nas wartosci sa
dodatnie.

Zauwazmy, ze (a+b)? = (a® +b?) + 2ab, co na mocy twierdzenia Pitagorasa oraz zaleznoéci miedzy
polami réwne jest ¢ + 2ch = (c + h)? — h?. Zachodzi zatem (a + b)? < (c + h)?, czyli teza.

Rozw SR 4.2

Pokazmy, ze wypelienie takie jest zawsze mozliwe przez indukcje wzgledem n.

Jezeli n = 1, czyli mamy do czynienia z kwadratem 2 x 2, to jest jasne, ze mozna tak wypeli¢ —
wystarczy odpowiednio utozyé¢ jeden klocek.

Zal6zmy, ze udowodniliémy, ze da sie wypetié¢ kazdy kwadrat o boku 2"~ ! i chcemy teraz pokazaé,
jak wypelni¢ kwadrat o boku 2.

[T Podzielmy kwadrat 2™ x 2™ z wycietym polem na cztery przystajace kwadraty i trzy
| pelne z nich polaczmy klockiem, jak na rysunku (szare pole to wyciety kwadracik, a
trzy niebieskie to klocek).

Otrzymujemy cztery kwadraty o boku 2" ! z wycietym jednym polem. Kazdy z nich
da sie wypelnié¢ klockami, a wiec i caly kwadrat mozna wypelni¢ klockami.

Rozw SR 4.3
Po pierwsze przeliczamy, ze dla p = 2 liczba 2P + p? = 8 nie jest pierwsza, a dla p = 3 liczba
2P + p? = 17 jest pierwsza.
Zalozmy teraz, ze p # 31 p # 2. Liczba p jest nieparzysta: p = 2k 4+ 1 dla pewnego k catkowitego,
wiec

2P =22kt — 4k .2 =1%.2=2 mod 3
oraz p?> =1 mod 3, co sprawdzamy przeliczajac dwie mozliwe reszty p z dzielenia przez 3.
Lacznie

2?4+ p?=2+1=0 mod 3

i 2P + p? jest pierwsze, zatem 2P + p? = 3, ale p > 2, wiec 2P > 4, sprzeczno$é.

Ostatecznie jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest p = 3.

12



ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.5. DZIEN V

2.5 Dzien V
Rozw SR 5.1
7 danych zaleznosci obliczy¢ mozemy:
ab+ bc + ca = %((a+b+c)2 — (@ + b+ ) = —%.
Zauwazmy nastepnie, ze (ab+ be + ca)? = a?b? + b2c2 + c2a? + 2abe(a + b+ ¢), a wiec
a’b? + 2 4 Pa = i

Wreszcie (a? + b2 + ¢2)? = a* + bt + ¢t + 2(a?b? + b2c2 + 2a?), wigc

1 1
1:a4+b4+c4+§Czylia4+b4+c4:§.

Rozw SR 5.2

Zalozmy, ze taki trojkat istnieje. Zauwazmy, ze jezeli ma on bok
a, to liczba a? jest liczba calkowita.

Wielokat wypukly, ktorego wszystkie wierzchotki maja wspdl-
rzedne catkowite ma pole postaci %K , gdzie K jest liczba cal-
kowita. Faktycznie, jezeli dobudujemy do bokéw trojkaty prosto-
katne, otrzymamy wielokat o polu catkowitym, a dobudowywane
tréjkaty maja pola postaci %-liczba catkowita, patrz rysunek.

A wiec nasz tréjkat ma pole rowne %k, gdzie k € Z.

Z drugiej strony tréjkat réwnoboczny o boku a ma pole réwne “5~=:

L aV3
27 4

2
==

a

Stwierdziliémy wczeéniej, ze a?, k sa liczbami calkowitymi. Z powyzszego wzoru wynika wiec, ze
V/3 jest liczba wymierna, a to nieprawda. Sprzeczno$é.

Rozw SR 5.3
Dzielimy przedzialy z S tak, by byly one parami roztaczne i kazdy z nich byl zawarty albo w [0,0.9]
albo w [0.9,1]. Nie zmienia to sumy dlugosci przedzialéw.

Niech Aq,..., A, beda tymi przedzialami z S, ktére leza w odcinku [0, 0.9)].
Oczywiscie suma dlugodci przedzialéw Ay, ..., A, jest wicksza niz 0.6 — 0.1 = 0.5.

Rozwazmy przedzialy przesunigte o 0.1:
A1 +01,A,+0.1,...,A4,+0.1
Gdyby ktérykolwiek z punktéw tych przedzialéw nalezal do przedziatlu z S, to mielibySmy teze.

Zalézmy zatem, ze A7 +0.1,..., A, + 0.1 sa rozlaczne z S.

Suma dlugosci przedziatéw A; + 0.1,..., A, + 0.1 jest taka sama jak suma dlugosci Aq,..., A,,
czyli wieksza od 0.5. Ale Ay,..., A, C[0,0.9], zatem A; +0.1,..., 4, + 0.1 C [0,1].

Odcinek [0, 1] zawiera wiec parami roztaczne przedzialy Ay, ..., A,, A1 +0.1,..., A, + 0.1 o sumie
dtugosci wigkszej niz 0.5 + 0.5 = 1. Sprzeczno$c.
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2.6. MECZ MATEMATYCZNY ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

2.6 Mecz matematyczny

Rozw SR M.1

C
Mamy <HEC = <HDC = 90°, a wiec <HEC +
<<HDC = 180°, czyli punkty H, E,C, D leza na jed-
nym okregu.
Katy <HDE i <HCE sa oparte na tym samym tuku,
E ergo <HDFE = <HCFE =90° — <CAB.
Analogicznie przeliczamy <HDF = 90° — <CAB,
a wiec <HDF = <HDE.
Identycznie argumentujac <HFFE = <HFD.
Punkt H jest $rodkiem okregu wpisanego w DEF
jako punkt przecigecia dwusiecznych katéw <EDF
i<DFE.
ynl
A
Rozw SR M.2
A Zauwazmy na poczatek, ze <AED + <AFD = 90° 4+ 90° =
180°, wiec da sie opisaé¢ okrag na czworokacie AEDF'.
Oznaczmy teraz kat <DAF jako a. 7 twierdzenia o katach
wpisanych opartych na tym samym tuku mamy <DFEF =
<DAF = «, wiec <BEF = <BED + <DFEF =90° + a.
Z sumy katéw w tréjkacie AC'D obliczamy <ACD = 90° —
«, zatem suma miar katéw <BEF i <BCF rowna jest 180°,
co jest warunkiem wystarczajacym do tego, by na czworokacie
B D C'  BCFE dalo sie opisaé okrag.

Rozw SR M.3
Taki zbiér moze mie¢ maksymalnie 2011 elementéw.

(a) Zbiér 2011-elementowy, majacy zadane wlasnosci istnieje — jest to zbidr wszystkich liczb nie-
parzystych z {1,2,...,2-2010 4 1}:

A=1{1,3,5,7,...,2-2010 + 1}

Suma dwdch liczb z A jest liczbg parzysta, zatem nie nalezy do A.
(b) Zalézmy, ze zbiér A C {1,2,...,2-2010 + 1} ma co najmniej 2012 elementéw.

Niech a bedzie najmniejszym elementem A. Rozwazmy zbior
Apmin :={b—a | b€ A b#a} C{1,2,...,2-2010}

Zbior Apin ma |A|—1 elementéw, wiec A i A, maja tacznie 2|A|—1 > 2-2012—1 > 2-2010+1.
Zbiory te musza wiec mieé¢ element wspdlny:

istnieja b,c€ A: b—a=c

Elementy a, b, ¢ zbioru A spelniaja rownosé a + ¢ = b, zatem zbiér A nie spelnia warunkow
zadania.
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ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.6. MECZ MATEMATYCZNY

Rozw SR M.4
Zalézmy, ze x,y spelniaja warunki zadania oraz x + y|2z?* + y?* dla pewnego k catkowitego dodat-
niego.

Zastosujmy kongruencje mod x + y. Bezposrednio widaé, ze
r=-y modzx+y

Stad

2 =¢y?* modz+y, 2*+y*=24** modaz+y

7 zatozenia x + y|z?* + y?*, czyli x + y|2y?".
Zauwazmy, ze NW D(z + y,y*F) = 1.

Faktycznie, jezeli liczba pierwsza p dzieli 42, to p|y, a jezeli oprocz tego p|z +y, to p|z, czyli p jest
wspélnym dzielnikiem x iy, ale NW D(z,y) = 1 — x, y nie maja wspélnych dzielnikdw. Sprzecznosé.

Skoro z + y|2y** i NWD(z +y,y**) =1, to z + y|2. Ale z +y > 1+ 1 = 2. Sprzecznosé.
Rozw SR M.5

Niech D bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata ABC i boku AC. Wtedy
2B <CBD = <ABD = <BAC. Tréjkaty CBD i CAB sa wiec podobne, skad % =

BC

AC+

7 twierdzenia o dwusiecznej uzyskujemy ‘g—g = %.

AB AB AB + BC
AC’—AD—}—CD—CDB—C—FCD—CD <1+BC) =CD (BC’) =
CD BC
— (AB+ BC)=— (AB+ BC
q o AP+ BO) = 35 (AB+ BC)

A

co jest rbwnowazne tezie.
I ROZWIAZANIE

Niech D bedzie takim punktem lezacym na polprostej C'B, ze
AB = BD.

Dla prostoty oznaczmy a := <CAB, wtedy <ABC = 2a.
Obliczamy <BDA = <BAD = (180° — (180° — «ABC(C))/2 =
(20)/2 = . Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na ABD.
Zauwazmy, ze o = <ADB < 90°, zatem ostry kat <AOB =
2-<ADB = 2a.

Zachodzi <OAB = 3 (180° — <AOB) = 90° — a, wiec <OAC =
<OAB + <BAC = 90° — a + a = 90°, a wiec okrag opisany na
tréjkacie ABD jest styczny do prostej AC.

7 twierdzenia o stycznej i siecznej dla okregu opisanego na AABD
i punktu C uzyskujemy zaleznoéé: AC? = BC'-CD = BC(BD +
BC) = BC(AB+ BC).

Rozw SR M.6
Zapiszmy tréjmian n? + 3n +5 w postaci n? +3n — 28 + 33 = (n+7)(n —4) + 33. Rozpatrzmy dwa
przypadki:

(a) 11jn+T7.
Wtedy réwniez 11jn — 4, zatem 121|(n + 7)(n —4), czyli 121 f(n+7)(n —4) + 33.
(b) 11 jn+T7.
Wtedy 11 fn—4 wigc 11 f(n +7)(n —4), 11 f(n+ 7)(n —4) + 33 i tym bardziej
121 f(n+7)(n —4) + 33.
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2.6. MECZ MATEMATYCZNY ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

Rozw SR M.7

Lemat Jezeli najwiekszy wspolny dzielnik liczb naturalnych a i b jest rowny 1 oraz ab = k™ dla
pewnych naturalnych k,n, to

a=2z" ib=1y" dla pewnych xz,y naturalnych.

DowOD LEMATU
Rozwazmy rozklady na czynniki pierwsze:
k= t1,t2 ty _ 51 SLop =t Tl
=pi'py ...p' a=Dpi...p =pit...p

Skoro k™ = ab to
nt; = s; + r; dla kazdego 1.

Przy tym NWD(a,b) = 1, innymi stowy a i b nie maja wspdlnych dzielnikéw pierwszych, a wiec
dla kazdego i albo s; = 0 albo r; =0
Przy kazdym ¢ sa 2 mozliwosci:
si=n-t;, r;,=0albos; =0, r;=n-t;
We wszystkich przypadkach wszystkie liczby sq1,...,s;,71,...,7r; sa podzielne przez n, zatem a i b

sa n-tymi potegami liczb naturalnych. |

Mamy pokazaé, ze réwnanie: m(m + 1) = k™ nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
m,k dlan > 1.

Zauwazmy, ze liczby m i m+1 sa wzglednie pierwsze. Jezeli bowiem d|m id|m~+1to d/m+1—-m =1,
d =1. Z lematu wynika zatem, ze istnieja a, b calkowite takie, ze

m=a", m+1=>5b".

Obliczam
a"+1l=m+1=0b" 1=0"—a".

Skoro tak, to b > a+ 1 > 1 i mozliwe jest szacowanie
V' —a" =" a+1) —a" ="t e —a ) > > b > 1.
Sprzecznosé z b — a™ = 1.

Rozw SR M.8

Lemat W dowolnym trdjkgcie ABC nieréuwnosé AB > BC jest réwnowazna <ACB > <BAC.

DowdD LEMATU
Zalézmy AB > BC.

Niech D bedzie takim punktem na boku AB, ze BD = BC. Wtedy <ACB > <DCB = <CDB =
<DCA+ <«BAC > <BAC.

Zatézmy teraz <ACB > <BAC.

Niech D bedzie takim punktem lezagcym na AB, ze <DCA = <BAC. Trojkat DCA jest rownora-
mienny zatem C'D = DA. Stosujac nieréwnosé trojkata do punktéw B, D, C uzyskujemy

BC <BD+DC=BD+DA=AB.
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ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.6. MECZ MATEMATYCZNY

Aby uzasadni¢ dolne oszacowanie, przeksztalcamy rownowaznie:

aa + b+ ye

60° <
a+b+ec

a+ [+ P aa+ Bb+ e
3 S a+b+te

(a+B+7)(a+b+c) < 3(aa+ Bb+~c)
0<3(aa+ Bb+vc) — (a+B+7)(a+b+c)
0<aBa—(a+B+7)+bBB—(a+B+7)+cBy—(a+B+7))
O0<a((a=p)+(a=7)+b((B—a)+(B—7) +cl(y—a)+(v—5))
0<(y—a)c—a)+(y=B)c=b)+ (B —a)b—a)

Na mocy lematu mamy: v — « > 0 < ¢ —a > 0, czyli oba czynniki sa tego samego znaku, a wiec
ich iloczyn jest nieujemny. Analogicznie pokazujemy, ze pozostale skladniki sa nieujemne, a wiec
ich suma jest réwniez nieujemna.

Teraz udowadniamy prawdziwo$¢ gérnego oszacowania, przeksztalcajac réwnowaznie:

aa + b+ e

< 90°
a+b+e

aa+Bb+ve  a+pB+y
a+b+c 2

2(aa+ Bb+vc) < (@+B+y)(a+b+c)
O<ala+b+c—2a)+Ba+b+c—2b)+vy(a+b+c—2c)
O<ab+c—a)+pla+c—>b)+v(a+b—rc)
Z nieréwnosci tréjkata mamy: b+ ¢ > a, co oznacza, ze a(b+c—a) > 0. Analogicznie pokazujemy,
ze pozostale sktadniki sa dodatnie, co dowodzi dodatnios$ci sumy.
Rozw SR M.9
Pokazemy, ze strategie wygrywajaca ma Yogi.

W pierwszym ruchu rysuje on jedna z najdtuzszych przekatnych, dzielac 2n-kat na dwa przystajace
n + l-katy, w ktorych dalej toczy¢ sie bedzie gra. Nastepnie gra on symetrycznie do Mateusza —
jesli Mateusz narysuje jakas przekatna w jednym z n + 1-katéw, Yogi rysuje taka sama w drugim.
Yogi zawsze moze wykonaé¢ ruch, czyli nigdy nie przegrywa.

Gra zakonczy sie po skonczonej liczbie ruchéw, zatem w ktéryms momencie jeden z graczy przegra.
Powyzej wykazalidmy, ze nie bedzie to Yogi, zatem bedzie to Mateusz.

Rozw SR M.10
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby dodatniej x wyrazenie

-2 —x+1=(z+1)(z—1)>

jest nieujemne.

Zatem
(@®—a*—a+1)+ O =0 —b+1)+(—c?—c+1)=0

co jest rownowazne tezie.
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2.7. TRUDNIEJSZE ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA

2.7 Trudniejsze

Rozw SR T.1

Pokazemy, ze liczby ¢ = 2a + 3b i d = 3a — 2b spelniaja teze zadania. Oczywiscie sg one catkowite,
a ponadto:

A+ d?* = (2a+ 3b)* + (3a — 2b)* = 4a® + 12ab + 90 + 9a® — 12ab + 4b* = 13(a® + b?)

Rozw SR T.2

Zauwazmy, ze o .
MK = MD + DA + AR oraz MK — MC +CB + B

K.
OME = MD + DA+ AK + MC + CB + BK = (MD + MC) + (AK + BK) + DA+ CB =
0+ 0+DA+CB=DA+CE

Skorzystamy z faktu, ze | + /| < |%| + | V], ktory jest nieréwnoscia tréjkata zapisana w jezyku
wektoréw:

2-MK =

2MK| = DA +CB| < |DA| +|CB| = A+ CB
Analogicznie otrzymujemy nieréwnosc:

2 NL=|2NL| = |DC + 4B| < |DC| + |4B| = DC + AB
Po zsumowaniu stronami obu nieréwnosci dostajemy teze:

2(MK + NL) < DA+ BC + DC + AB

1T ROZWIAZANIE

Przy odrobinie wysilku i pewnej utracie naturalnosci mozna uniknac jezyka wektorow i zastosowacé
nierownosé trojkgta w klasycznej postaci.

Lemat Niech M bedzie $rodkiem boku BC' tréjkgta ABC. Wtedy
2-AM < AB + AC

DOwOD LEMATU.
Niech punkt D bedzie taki, ze ABC'D jest réwnoleglobokiem. Wtedy AD = 2AM oraz BD = AC.

Zatem nieréwnosé

2-AM < AB+ AC

jest rownowazna nieréwnosci tréjkata:
AD < AB+ BD
|

Niech punkt P bedzie taki, ze MKPC jest réwnoleglobokiem,
a punkt R taki, ze P jest srodkiem BR.
N Jezeli P = B, to R = P = B, czyli KBCM jest réwnoleglobokiem,
w szczegdlnosci KM = BC i MC||KB, stad DM||AK, ale réwniez
DM = CM = BK = AK, zatem AKMD jest réwnoleglobokiem,
czyli KM = AD, a wiec 2- KM = AD + BC.
A Dalej zakladam, ze B # P a wieci B # R.
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ROZDZIAL 2. ROZWIAZANIA 2.7. TRUDNIEJSZE

Oczywiscie 84 = BE — 2 wiec KP||AR i z twierdzenia Talesa

AR BR
%p=pp =2 AR=2.KP=2.MC=CD

Zachodza réwnoleglodci prostych: AR||K P||MC||CD, wiec AR||CD. Ale réwniez AR = CD, wiec
czworokat ARC'D jest réwnoleglobokiem, ergo CR = AD.

Stosujemy lemat do trojkata ACBR:

2-KM=2-CP<CB+CR=CB+ AD.

Analogicznie 2- NL < AB + CD, razem 2(MK + NL) < DA+ BC + DC + AB.

Rozw SR T.3

Niecha=z4+11ib=y+ 1. Oczywiscie a, b sa rzeczywiste dodatnie.

Zalozenie przyjmuje postaé: ab = 2, a teza: (a—1)(b—1)+ m > 6. Przeksztalcamy ja dalej
réwnowaznie wykorzystujac warunek ab = 2.

1
- 14— >
ab— (a+0b) + +ab—(a+b)+1 6

1

- >6
3—(a+0)

3—(a+0b)+
-
3—(a+0)
1>2B+(a+b)B3—(a+d))
—(a+0b)?
(a+b)?>8

>3+ (a+b)

1>9

(a +b)? > 4ab

INNE ROZWIAZANIE

Z nieréwnosci pomiedzy Srednig arytmetyczna a geometryczng wynika = + y > 2,/zy, zatem
2=(1+4+2)1+y)=14+ax+y+azy>1+zy+2/ay

1 -2y 2 2/xy

Zachodzi 1 — zy > 2,/xy > 0 — strony nieréwnosci sa dodatnie, wiec zachowa ona prawdziwos$¢ po
podniesieniu obu stron do kwadratu:

1 — 22y + (2y)? = (1 — zy)? > 4wy
1+ (zy)* > 62y

1
— 4+ zy > 6.
Yy
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Rozw SR T.4
Niech liczby catkowite dodatnie a1 < as < ... < a13 beda dtugosciami odcinkéw z zadania.

Oczywiscie na to, zeby z odcinkéw x,y, z dalo sie zbudowaé tréjkat, potrzeba i wystarcza x <
yt+z,y<zr+z, z<x+y.

Jezeli 0 < x < y < z to automatycznie x + z > y i y + z > x, zatem wystarczy z +y > 2.
Zalozmy, ze nie da si¢ zbudowaé tréjkata z zadnych trzech odcinkéw. Z odcinkéw a;, @41, G420 nie
da si¢ zbudowad tréjkata, a wiec a;42 = ;41 + a; dla kazdego i.

Oszacowujemy z dotu kolejne wyrazy ciagu:

Cll}l
ClQ}l
az = az +ay =2
a42a3+a2>3
as = ag+ a3 =25
ag = a5 +ag = 8

a1z = a2 + a1 = 144 + 89 = 233

Ale a3 < 200. Sprzecznosc.

Jezeli byloby 12 liczb to by¢ moze nie daloby sie zbudowaé tréjkata. Naturalny przyktad pochodzacy
z poprzedniego rozwiazania to poczatkowe wyrazy tzw. ciagu Fibonacciego:

n||1]2]3[4[5|6| 7|89 ]10]11| 12
F,||1{1|2{3]5|8]|13|21|34]|55]|89|143

Liczby sa budowane nastepujaco:
F1:F2:1 F7,+2:Fn+1+Fn dlan}()

Dla dowolnych k > j > 7 zachodzi Fj, = Fj,_1 + Fj,_2 > F}; + F}, zatem nie da sie zbudowaé tréjkata
z odcinkéw o dtugosciach F;, Fj, Fj,.

Rozdziat 3

PROSERWY 2010

«m» 0b0z informatyczno - matematyczny

Wyktlady

3.1 Kombinatoryczne kolorowanki

SR W1.1
Czy plansze 8 x 8, z ktérej usunieto dwa przeciwlegle narozne pola, mozna pokry¢ kostkami domina
1x 27

SR W1.2
Czy plansze 10 x 10 mozna pokry¢ klockami:

(a) w ksztalcie T - 3 kwadraciki w rzedzie z jednym doklejonym posrodku;

(b) w ksztalcie L - 3 kwadraciki z jednym doklejonym obok;
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(c) 1x47

SR W1.3
Czy szachownice 13 x 13 z wycietym $rodkowym polem mozna pokry¢ klockami 1 x 47

SR W1.4
Czy pozioma szachownice 11 x 10 mozna pokry¢ poziomymi klockami 2 x 1 i pionowymi 1 x 37

SR W1.5
Na szachownicy 8 x 8 ulozono 21 klockéw 3 x 1. Ktoére pole zostalo puste?

SR W1.6
Na szachownicy 11 x 11 utozono 15 klockéw 2 x 2. Wykaz, ze mozna zmiescié¢ jeszcze jeden taki
klocek.

3.2 Geometria

SR W2.1
Na bokach AB i AD czworokata ABC D wpisanego w okrag obrano takie punkty P i@, ze AP = CD
oraz AQ = BC. Odcinki AC' i PQ przecinaja si¢ w punkcie M. Wykaz, ze PM = MQ).

SR W2.2
Wewnatrz réwnolegltoboku ABCD obrano w taki sposéb punkt O, ze <AOB + <COD = 180°.
Udowodnij, ze <OBC = <ODC.

SR W2.3

Na zewnatrz tréjkata ABC budujemy na jego bokach AB i AC kwadraty ABPE i ACRD. Srod-
kami odcinkéw BC' i ED sa odpowiednio punkty M i N. Wykaz, ze prosta AM jest prostopadla
do prostej ED, za§ AN do BC.

SR W2.4
W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag bok AB jest rowny przekatnej BD. Punkt M jest rzutem
prostokatnym wierzcholka B na przekatna AC. Udowodnij, ze AM = DC + C'M.

SR W2.5

Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt O jest Srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.
Okrag opisany na tréjkacie AOB przecina proste C A i C'B jeszcze w punktach odpowiednio P i Q.
Udowodnij, ze proste CO i PQ sa do siebie prostopadte.

SR W2.6

Dany jest trojkat ABC. Punkt wewnetrzny E Srodkowej AD tego trdjkata rzutujemy prostokatnie
na bok BC, otrzymujac punkt F. Punkt wewnetrzny M odcinka E'F rzutujemy prostokatnie na
boki AC' i AB, otrzymujac punkty odpowiednio N i P. Udowodnij, ze jezeli punkty N,E i P leza
na jednej prostej, to M nalezy do dwusiecznej kata BAC.

SR W2.7

W tréjkacie ABC punkt M jest $rodkiem boku BC, za$§ P i R sa dowolnymi punktami wewnetrz-
nymi odpowiednio bokéw AB i AC. Odcinki AM i PR przecinaja si¢ w punkcie ). Udowodnij, ze
jezeli @ jest érodkiem odcinka PR, to PR jest rownolegly do boku BC'.

SR W2.8

W tréjkacie ABC boki AB i AC s réwne. Punkt D jest srodkiem boku AB, E - srodkiem cigezko$ci
trojkata ACD, za$ O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Udowodnij, ze proste OF
i C'D sa prostopadle.
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3.3. WIELOMIANY ROZDZIAL 3. WYKLADY

3.3 Wielomiany

Definicja Wielomianem nazywamy funkcie W: R — R dang wzorem: W (z) = apz™ + ap_12" " +
...+ a1z + ag dla pewnych liczb rzeczywistych an,Gn_1,...,a9. Liczby te nazywamy wspdlczynnikami
wielomianu W, za$ n jego stopniem. Liczbe b takq, Ze W (b) = 0 nazywamy pierwiastkiem wielomianu.

Obserwacja Wielomiany dzielimy z resztq, podobnie jak liczby calkowite.
Dla a,b naturalnych (b # 0) istnieje dokladnie jedna para liczb calkowitych q,r spelniajgca warunki:

a=qgb+r i 0<r<b
Dla wielomiandw F,G (G # 0) istnieje dokladnie jedna para wielomiandw Q, R spelniajgca warunki:
F(z) =Q(z)G(x) + R(z) i 0< st R(z) < st G(x)

Jezeli R(x) = 0 to méwimy, Ze wielomian F jest podzielny przez G, a wielomian G dzieli wielomian F i
piszemy: G|F.

Twierdzenie Liczba rzeczywista xg jest pierwiastkiem wielomianu F wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
F mozna przedstawié¢ w postaci (x — x9)Q(z) dla pewnego wielomianu Q (jesli xo jest calkowite i F' ma
wspdlezynniki calkowite to Q réwniez ma wspélczynniki calkowite). (Twierdzenie Bézout)

Dowop.
Rozwazmy dzielenie z reszta wielomianu F' przez dwumian z — xg.

F(z)=(r—20)Q(x) + R(x) N st R(z) <stx—ax9=1
st R(x) = 0, tym samym R jest wielomianem stalym, czyli R(x) = r dla pewnego r calkowitego.
F(z) = (z —20)Q() + r

Bierzemy x = z¢:
F(xg)=r

F(x) = (x = 20)Q(x) + F (o)

F(xg) =0 z — x| F(x)

SR W3.1

Zmajdz reszty z dzielenia wielomianu (22 — x — 1)2010
SR W3.2

Niech W bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych takim, ze istnieja 4 rézne argumenty cat-

kowite x1, x9, T3, x4 spetniajace:

przez wielomiany: x — 11 22 — 1.

W(I’l) = W(Ig) = W(Ig) = W(IL‘4) =1

Wykaz, ze nie istnieje takie calkowite x5, by W (x5) = —1.

SR W3.3
Pokaz, ze jesli wielomian o wspélczynnikach catkowitych W dla siedmiu réznych liczb catkowitych przyj-
muje warto$¢ 2010, to nie ma pierwiastkow calkowitych.

SR W3.4
Wielomian P, stopnia co najwyzej n > 2, o wspoélczynnikach rzeczywistych dla dowolnej liczby k& =
0,1,...,n spelnia réwnosé¢ P(k) = kiﬂ Oblicz P(n + 1).

Twierdzenie Jesli W ma wszystkie wspolczynniki calkowite, to dla dowolnych catkowitych, réznych
liczb a,b zachodzi a — b|W (a) — W (b).

22



ROZDZIAL 3. WYKLADY 3.4. ROWNANIA DIOFANTYCZNE

DowoD.
7 twierdzenia Bezouta wynika, ze dla dowolnie wybranego catkowitego b mamy:

W(z) = (z —b)Q(z) + W(b)
W(z) = W(b) = (z = b)Q(x)
x — bW (z) — W(b)

W szczegdlnoéei dla = = a jest:
a — b|W(a) — W(b)

SR W3.5
Rozstrzygnij, czy istnieje wielomian o wspélezynnikach catkowitych taki, by: W(7) = 111 W(11) = 13.
SR W3.6
Dany jest wielomian o wspdélezynnikach calkowitych P(z), taki, ze 3|P(7) oraz 7|P(3). Wykaz, ze
21|P(10).
SR W3.7
Wykaz, ze dla dowolnego wielomianu o wspélczynnikach catkowitych W majacego pierwiastek catkowity
T mozna znalezé takie ¢, ze dla kazdego k jest 2F|W (2% — ¢).
SR W3.8
Wielomian W (z) o wspélezynnikach catkowitych spelnia warunki:

17|W (15), 13[W (0), 9| (11)

Pokaz, ze 1989|W(1001).

SR W3.9
Wielomian @ o wspolczynnikach catkowitych dla k& kolejnych liczb calkowitych przyjmuje warto$ci po-
dzielne przez k. Udowodnij, ze dla dowolnego = calkowitego Q(z) jest podzielne przez k.

3.4 Roéwnania diofantyczne

1 Doprowadzanie do postaci iloczynowej.

SR W4.1
Rozwiaza¢ rownania w liczbach naturalnych:

(a) xy+ 3z — 2y = 36
(b) 2% =y? + 2y + 12
(c) 222 + 5oy — 12y = 17

SR W4.2
Rozwigzaé¢ réwnania w liczbach catkowitych:

(a) 2z +y)(5x+3y) =7
(b) zy=x+y+3
(c) 22 =y?> + 14
(d) 22 +4x —y?> -2y =8
(e) zy+ 9z — 4y =51
(f) 22 + 2+ 41 =y
)

(8) 2?(y—1)+y*(z—-1) =1
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2 7Zmajomos¢ reszt z dzielenia.

SR W4.3
Rozwiazaé¢ réwnania w liczbach catkowitych:

(a) 22 — Ty =10
(b) 1522 — Ty? = 9

3 Liczby pierwsze.

SR W4.4
Rozwiazaé¢ réwnania w liczbach pierwszych:

(a) p* —2¢° =1

(b) pgr =5(p+q+7)
(¢c) p+q+r=pg+1

SR W4.5
Zbadaé, czy istnieja trzy rézne liczby pierwsze p, q,r, dla ktérych % + % + % jest liczba naturalna.

SR W4.6

Zmalezé wszystkie liczby pierwsze p, g oraz wszystkie liczby naturalne n, ktére spelniaja réwnanie:
1,1, 1 1
» + 7 + g = ne
SR W4.7

Zmalezé pary (x,%) liczb catkowitych, dla ktérych o 4 4y* jest liczba pierwsza.

4 Nieskonczone schodzenie.
SR W4.8
Wykazaé, ze jedynym rozwiazaniem (z,y, z) réwnania w liczbach catkowitych jest rozwiazanie ze-
rowe (0,0,0):
(a) 2% +y? + 2% = 22yz
(b) o3 = 2y3 + 423
(c) 2?2 +y* = 322

5 Postac ilorazowa.

SR W4.9
Rozwiazaé¢ réwnania w liczbach catkowitych:
(a) 3z —by =7

(b) 21z +48y =6

SR W4.10
Wyznaczy¢ takie liczby catkowite x, aby liczba ;ii}l byla catkowita.
6 Inne.
SR W4.11

Rozwiaza¢ rownania w liczbach catkowitych:

(a) 22+ 9y’ =z +y+2
(b) 322 + 5y? = 345
() @+ )2+ =(=+y?+1
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ROZDZIAL 3. WYKLADY 3.5. KRYPTOGRAFIA

3.5 Kryptografia

1 Najprostsze szyfry:

(a)

()

szyfr Cezara - kazda litera tekstu jawnego zastepowana jest litera oddalong od niej o stala liczbe
pozycji w alfabecie. Juliusz Cezar uzywal przesuniecia 3, najczesciej uzywane jest ROT13.

Przyktady:

MATEMATYKA — PDWHPDWBND (przesunigcie o 3)

CEMRFHAVRPVR — PRZESUNIECIE (ROT13)

szachownica Polibiusza - kazdej literze przypisywana jest liczba dwucyfrowa zgodnie z ponizsza

tabela. Cyfra dziesiatek to numer wiersza, a cyfra jednosci - nr kolumny, w ktérej znajduje sie
dana litera.

1 2 3 4 5

1 A B C D E

2 F G H I/J K

3 L M N O P

4 Q R S T U

5 V.. W X Y Z
Przyktady:

ZASZYFROWANY TEKST — 55 11 43 55 54 21 42 34 52 11 33 54 44 15 25 43 44

52 24 11 14 34 32 34 43 13 — WIADOMOSC

AtBash - polega na zamianie litery lezacej na i-tej pozycji od poczatku alfabetu na litere lezaca
na i-tej pozycji od konca.

Przyktady:

KRYPTOGRAFIA — PIBKGLTIZURZ

LWHABUILDBDZMRV — ODSZYFROWYWANIE

alfabet Morse’a - polega na zamianie poszczegélnych liter na ciagi kropek i kresek wedlug
wzoru:

A — N —
B—... O———

C—.—. P.——

D—.. Q- ——

E - R.-—

F.._ g ..

G —— T —

H U.-. -

I Voo —

J ——— W.——

K- — X — e

L. —. Y — . ——

M —— 7 —— -

Przyktady:

Morse — — — | ——— |- — |-+

=== === === = | === = =] == | -|- — Morze Baltyckie

szyfr cmentarny - litery zastepowane sa odpowiadajacymi im symbolami:

As [Ba o KI|L;|tM T|U|V
Ds |[E+ |+ F N:lod P W X|Y
Ge |He | « I QiR &8 Z
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3.5. KRYPTOGRAFIA ROZDZIAL 3. WYKLADY

SZYFROGRAM — [o T [ 11111 - [
I CIE IR =000 - |- — REMEMBER DEATH

(f) Playfair - do szyfrowania uzywamy klucza o niepowtarzajacych sie literach. Tworzymy tabelke

~—

5x 5, przy czym najpierw zapisujemy klucz, a nastepnie reszte alfabetu (litery I1J zapisujemy
jako jedna). Tekst jawny dzielimy na bloki dwuliterowe (jesli jest nieparzysta ilosé liter, to na
koncu dopisujemy X). Dla kazdego bloku mozliwe sa 2 sytuacje:
i. litery leza w tym samym wierszu lub kolumnie - zastepujemy je literami nastepnymi w da-
nym wierszu/kolumnie;

ii. litery leza w réznych wierszach i kolumnach - litere pierwsza zastepujemy litera z wiersza
I'i kolumny IT litery, natomiast druga - litera z wiersza II i kolumny I.

Przyktady:
Dla klucza SZYFR i nastepujacej tabelki:
S Z Y F R
A B C D E
G H I/JJ K L
M N O P Q
T U v W X

KO-NI-EC-WA-KA-CJ-IX — IP-OH-AD-TD-GD-IO-LV
Dla klucza PIATEK i tabelki:

P I/J] A T E
K B C D F
G H L M N
O Q R S U
V W X Y %

UY-ZD-SU-TS-PE-SX-FX-MZ — SZ-YF-RS-YM-ET-RY-CZ-NY

szyfr Vigenere’a - potrzebujemy tu tablicy 26 x 26, w ktérej kazdy wiersz jest alfabetem prze-
sunietym odpowiednio o 0, 1, 2, ..., 25, oraz klucza. Jego kolejne litery zapisujemy pod literami
tekstu jawnego, w razie potrzeby powtarzajac go wielokrotnie. Pierwsza litera z kazdej pary
wyznacza wiersz, a druga kolumne, na przecieciu ktérych znajdujemy kolejna litere szyfro-
gramu.

Przyktady:

Dla klucza SERWY:

TEKST JAWNY — LIBOR BENJW

Dla klucza KLUCZ:

GJDCSUZQQ SKUHC VSLXQLYDW — WYJATKOWO TAJNA WIADOMOSC

szyfr Ottendorfa (ksiazkowy) - kazda litera zapisana jest przez trzy liczby X-Y-Z, oznaczajace
odpowiednio numer strony w danej ksigzce, numer wersu i nr litery w tym wersie.

Przyklady w jednostronnym tekscie ,Romantycznosci” (wersy 66-69):

Martwe znasz prawdy, nieznane dla ludu,

Widzisz swiat w proszku, w kazdej gwiazd iskierce.

Nie znasz prawd zZywych, nie obaczysz cudu!

Miej serce i patrzaj w serce!

TEKST — np. 1-66-4, 1-68-3, 1-67-19, 1-68-7, 1-69-13
1-66-1, 1-67-30, 1-69-8, 1-67-22, 1-68-2, 1-66-20, 1-67-9, 1-69-10, 1-68-31, 1-69-15 —
MICKIEWICZ

2 RSA - asymetryczny algorytm szyfrujacy opublikowany w 1977r. przez R. Rivesta, A. Shamira
i L. Adlemana. Jego zasadniczg cechg sa dwa klucze: publiczny do szyfrowania i prywatny do
odczytywania danych.

Etapy tworzenia kluczy i szyfrowania danych:
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(a) wybieramy dwie duze liczby pierwsze p i ¢
np. p=2>5,q=11

(b) obliczamy liczbe n = p - ¢ oraz warto$é¢ funkcji Eulera dla n: ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1)
n =155, ¢(n) =40

(¢) znajdujemy liczbe nieparzysta e taka, ze 1 < e < n oraz NWD(e,¢d(n)) =1

e="7
(d) wyznaczamy liczbe d spelniajaca: d-e =1 mod ¢(n)
d=23

(e) klucz publiczny jest para (e,n), natomiast klucz prywatny - (d,n)
klucz publiczny: (7,55), klucz prywatny: (23,55)

(f) tekst do zaszyfrowania zamieniamy wedlug wczesniej ustalonego systemu na liczby naturalne

t takie, ze 0 <t <n
np. t =15

(g) szyfrujemy liczby t wedlug wzoru: ¢ =t mod n
c=15" mod 55 = c =15

(h) odszyfrowywanie przebiega analogicznie, z zastosowaniem klucza prywatnego: t = ¢? mod n
t =52 mod 55 =t =15

SR W5.1

Rozszyfrowaé¢ ponizszy tekst:

Khduv, khduv altb gh nvyhtp, gh shzhtp gfsh zvipl wplruh rzplgupjgrh.
SR W5.2

UAYCCKA. PZAYXCWP XKV EU MYXXUPRTQ TU ZJLYJRF. XUXMJ: TUXHAMCN.
Podpowiedz: KDVOR.

Rozdziat 4

Wskazowki do
wyktadow

PROSERWY 2010

<« 0b0z informatyczno - matematyczny

4.1 Kombinatoryczne kolorowanki

Wskazéwka SR W1.1
Niech nasza plansza bedzie szachownica. Zauwazmy, ze usunigte zostaly pola tego samego koloru.
Jakie pola pokrywa kazdy klocek i czemu nie da sie tymi klockami pokry¢ szachownicy?
Wskazéwka SR W1.2

(a) Znéw wezmy pod uwage szachownice. Kazdy klocek pokrywa 1 lub 3 pola czarne. Jaka musi by¢

liczba klockow, zeby pokry¢ 50 czarnych pél? Dlaczego nie moze by¢ réwna 257
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4.2. GEOMETRIA ROZDZIAE 4. WSKAZOWKI DO WYKEADOW

(b) Pokolorujmy plansze w paski. Wtedy zadanie sprowadza sie do poprzedniego przypadku.

(¢) Sprobujmy znalezé takie kolorowanie, zeby kazdy klocek pokrywal dokladnie 3 pola czarne. Istnieje
takie, ze liczba czarnych podl nie jest podzielna przez 3.

Wskazéwka SR W1.3

Pokolorujmy plansze na 4 kolory tak, zeby kazdy klocek zakrywal dokladnie jedno pole kazdego koloru.
Przy pewnym kolorowaniu pdl jednego koloru moze by¢ wiecej niz innego.
Wskazéwka SR W1.4

Pokolorujmy plansze w pionowe paski zaczynajac od czarnego. Mozna udowodnié¢, ze ilos¢ klockéw
2 x 1 jest postaci 3k+ 1. Kazdy klocek poziomy zakrywa 1 pole biale, a pionowy 0 lub 3. Zapiszmy zatem
ilog¢é biatych pdl (50) w zaleznosci od ilosci klockéw poziomych i pionowych. Cheemy dojéé do sytuacii,
gdy liczba klockéw nie jest calkowita.
Wskazéwka SR W1.5

Kolory mozemy zastapié¢ liczbami tak, zeby kazdy klocek zakrywal te sama sume (na przyklad 3). Jak
maja sie do siebie suma liczb na wszystkich polach i suma liczb na klockach? Prawdopodobnie trzeba
bedzie rozwazy¢ kilka kolorowan.
Wskazéwka SR W1.6

Na planszy mozna zaznaczy¢ 16 takich kwadratéw, ze kazdy klocek ma pola wspolne z dokladnie
jednym z nich. Mozliwe wiec bedzie polozenie szesnastego klocka na ostatnim, niezakrytym kwadracie.

4.2 Geometria

Wskazéwka SR W2.1

Niech X bedzie takim punktem polprostej DA, ze XA = AQ. Korzystajac z wlasnosci czworokata
wpisanego w okrag i zalozen zadania chcemy wykazaé przystawanie trojkatéw X AP i BC'D. Wykorzy-
stujac wlasnosci katéw wpisanych opartych na tym samym tuku wykazujemy réwnolegloéé prostych PX
oraz AM. Uzywamy twierdzenia Talesa do pokazania, ze QM = M P.

Wskazéwka SR W2.2 .

Niech S bedzie obrazem punktu O w translacji o wektor DA. Wykorzystujac zalozenie zadania poka-
zujemy, ze punkty A, O, B, S lezg na jednym okregu. Korzystajac z faktu, ze katy wpisane <SAB i <<SOB
oparte na tym samym tuku maja réwne miary oraz z rownosci katéw odpowiadajacych udowadniamy,
ze <OBC = <0ODC.

Wskazéwka SR W2.3

Dobudujmy réwnoleglobok ADFE. Korzystajac z cechy bok-kat-bok wykazujemy przystawanie tréj-
katéw DFA i ABC. W polaczeniu z prostopadloéciami: DF1AB i DAL AC pokazujemy réwnowazna
tezie wlasnosé: FFAL BC. Analogicznie udowadniamy, ze AM | ED lub piszemy, ze idzie to analogicznie
(:p)- .

Wiskazéowka SR W2.4

Niech N bedzie rzutem prostokatnym punktu B na prosta C'D. Wykazujemy, ze <BCM = <BCN
w celu pokazania przystawania tréjkatow BCM i BCN. Nastepnie udowadaniamy przystawanie tréjka-
tow prostokatnych BAM i BDN.

Wskazéwka SR W2.5

Oznaczmy przez M punkt przeciecia CO i PQ, chcemy pokazaé ze <CMQ = 90°. Przeprowadzamy
rachunki na katach, wykorzystujac nastepujace fakty: suma katéw przeciwleglych w czworokacie wynosi
180°, kat pélpelny ma 180°, kat $rodkowy jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego opartego na tym
samym ltuku, trojkat rownoramienny ma réwne katy przy podstawie, suma katéw w tréjkacie wynosi
180°.

Wskazéwka SR W2.6

Poprowadzmy przez punkt E prosta rownolegta do BC'. Jej punkty przeciecia z bokami AB i AC
oznaczmy przez X i Y. Zauwazmy, ze punkty E, X, P,M oraz M,Y, N, E leza czwérkami na jednym
okregu. Z tego oraz z wspoOlliniowoéci punktéw P, E, N wywnioskujmy, ze punkty A, X, M,Y leza na
jednym okregu. Korzystajac z twierdzenia Talesa wykazmy, ze XE = EY i tym samym, ze tréjkaty
EMX i EMY sa przystajace. Wywnioskujmy, ze <XAM = <M AY'.

Wskazéwka SR W2.7
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Zal6ézmy, ze @ jest érodkiem PR i PR nie jest rownolegte do BC. Poprowadzmy przez (Q prosta réw-
nolegta do BC, przecinajaca boki AB i AC' odpowiednio w punktach X i Y. Wykorzystajmy twierdzenie
Talesa do pokazania, ze X@Q = QY. Zauwazmy, ze tréjkaty PQX i RQY sa przystajace, z czego wynika
rownosé: <PXQ = <RY Q stojaca w sprzecznosci z nieréwnolegloscig odcinkéw AB i AC.
Wskazéwka SR W2.8

Niech F' bedzie punktem przeciecia si¢ prostych DE 1 AC, G - prostych AO i CD, zas$ H - prostych AO
i BC. Na odcinku BC' obieramy taki punkt I, aby HI = %HC. Pokazmy, ze GH = %AH, z czego wynika
GI||AC. Nastepnie pokazujemy podobienstwo trojkatéw prostokatnych (dlaczego prostokatnych?) ADO
i GHI. Ukladamy odpowiednia proporcje i wykorzystujemy zwiazki HI = %DE i GH = %AG, ktore
wezesniej udowadniamy. Wykazujemy podobienstwa trojkatéw ADG i DOE. Dlaczego wystarcza ono
do wykazania tezy?

4.3 Wielomiany

Wskazéwka SR W3.1

Pamietajmy, ze reszta z dzielenia wielomianu W(zx) przez dwumian x — z¢ wynosi W(xg). Aby
policzy¢ reszte z dzielenia wielomianu W (z) przez wielomian z2 — 1, najpierw policzmy reszty z dzielenia
wielomianu W (x) przez dwumiany 2 — 1 i 2 4+ 1, a nastepnie ulézmy odpowiedni uklad réwnan.
Wskazéwka SR W3.2

Zastanéwmy sig, co mozemy powiedzie¢ o pierwiastkach wielomianu W(z) — 1. Pamietajmy takze,
ze x1,T2,Ts,Tq, 25 sa calkowite oraz o tym, ze jezeli P(z) = (z — 29)Q(z) i P(xz) ma wspdlczynniki
calkowite, to Q(x) réwniez ma wspdlezynniki caltkowite.
Wskazéwka SR W3.3

Podobnie jak w poprzednim zadaniu pomy$lmy, jakie pierwiastki ma wielomian W (x) — 2010. Oczy-
wiscie nie mozemy zapomnieé, ze jesli z( jest pierwiastkiem W (x) to W(zg) = 0.
Wskazéwka SR W3.4

Rozwazmy wielomian W (z) = (z+ 1) P(x) — x. Zauwazmy, ze jego pierwiastkami sa liczby 0,1,...,n.
Skorzystaj z Twierdzenie Bezouta. Pamietajmy, ze aby wielomiany byly réwne, musza mie¢ réwne stopnie.
Policzenie W (—1) pozwala nam ustali¢ wspdlczynnik przy najwyzszej potedze & wielomianu W (z).
Wskazéwka SR W3.5

Zastosujmy wprost Twierdzenie dla liczb a = 11 i b = 7, a nastepnie skorzystajmy z réwnosci danych
w zadaniu.
Wskazéwka SR W3.6

Warto w taki sposéb dobraé¢ a,b w Twierdzeniu, aby po prawej stronie wystapilo wyrazenie P(10)
z innym znanym nam wyrazeniem. Nalezy rowniez pamigtaé¢ o dwoch fakcikach: jezeli dzielnik dzieli dwie
liczby to dzieli réwniez ich rézmice; jezeli dwie wzglednie pierwsze liczby dziela dang liczbe, to ich iloczyn
rowniez ja dzieli.
Wskazéwka SR W3.7

W Twierdzeniu polézmy a = 2 — ¢. Dobierzmy odpowiednie b i zastanéwmy sie, czym musi by¢ z,
zeby bylo 28|W (z) dla kazdego k.
Wskazéwka SR W3.8

Zauwazmy, ze 1989 =9 - 13 - 17 oraz ze: 171001 — 15, 13/1001 — 0, 9/1001 — 11.
Wskazéwka SR W3.9

Jezeli mamy zbiér A zlozony z k kolejnych liczb catkowitych, to kazda liczbe calkowita z mozemy
przedstawi¢ w postaci z = sk + «, gdzie s € Z i o € A. W Twierdzeniu polézmy a = z 1 b = «.

4.4 Roéwnania diofantyczne

Wskazéwka SR W4.1
Znajdz dla jakiego x uzaleznionego od y lewa strona si¢ zeruje. Oznacza to, ze musi by¢ ona podzielna
przez pewien dwumian.
Wskazéwka SR W4.2
Przemnoz obie strony przez stala, aby po zwinieciu otrzymaé¢ kwadrat calkowitego wyrazenia.
Wykorzystaj skonczonosé liczby mozliwosci rozkladu liczby a na 2 czynniki.
Wskazéwka SR W4.3
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Kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 7 moze dawaé jedynie reszte 0, 1,2 lub 4.
Wykorzystaj fakty:

o jedli liczba pierwsza p dzieli a?, to p dzieli a;
e jedli liczba a dzieli iloczyn be oraz liczby a i b sa wzglednie pierwsze, to a dzieli ¢;

e kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 3 moze dawaé jedynie reszte 0 lub 1.

Wskazéwka SR W4.4

Jezeli s jest pierwsze i parzyste, to s = 2.

Zauwaz, ze w tym rownaniu liczby p, ¢, r pelnia te sama role, bo mozemy zamieni¢ miejscami dowolne
dwie z nich i sens réwnania si¢ nie zmieni. W takich przypadkach, wiedzac, ze jedna z liczb p, q,r ma
pewna wlasno$¢, mozemy przyjaé, ze konkretnie ktéras z nich ma te wlasnosé (Jezeli wiemy, ze jedna
z liczb dzieli sie przez 5, to mozemy przyjaé, ze to p dzieli sie przez 5). Przy tej metodzie nalezy jedynie
pamietaé, aby w koncowym rozwiazaniu uwzgledni¢ wszystkie permutacje wyniku, ktory otrzymamy.

Skorzystaj z faktu, ze jezeli liczba pierwsza p jest iloczynem dwoch liczb naturalnych, to sa to czynniki
1ip.

Wskazéwka SR W4.5

Ul6z i przeksztalé réwnanie, aby otrzymac je w jezyku liczb caltkowitych.
Wskazéwka SR W4.6

Wyznacz n. Pamietaj o szczegdlnych wlasnosciach liczb pierwszych. Rozwaz cztery przypadki.
Wskazéwka SR W4.7

Przeksztal¢ na réznice dwoch kwadratow.

Wskazéwka SR W4.8

Wykorzystaj nastepujacy fakt:

Jezeli liczba calkowita b jest podzielna przez a™, gdzie a # 1, dla dowolnego n € N, to b = 0.
Wskazéwka SR W4.9

Wyznacz z réwnania x, nastepnie zastanéw sie, jakiej postaci musi by¢ y, aby wyrazenie przedstawia-
jace x byto caltkowite.

Wskazéwka SR W4.10

Sprébuj wyodrebnié cze$é catkowita danej liczby (catkowita dla kazdego x), doprowadzajac do zmniej-
szenia licznika liczby, ktérej calkowitosé mamy okredli¢. Skorzystaj z faktu, ktéry méwi, ze aby liczba
wymierna ¢ byla catkowita, to musi zachodzi¢ a > b.

Wskazéwka SR W4.11

Tloczyn dwodch kolejnych liczb catkowitych jest dodatni i parzysty.

Uprosé réwnanie, a nastepnie zauwaz, ze tylko dla skonczonej ilosci liczb lewa strona réwnania nie
przekracza prawej.

Zauwaz, ze jezeli abc =0,toa=01ub b =0 lub ¢ = 0.

4.5 Kryptografia

Wskazéwka SR W5.1

Uzywajac szyfru Cezara z przesunieciem o 7, otrzymamy zdanie: Dawno, dawno temu za gérami,
za lasami zyla sobie piekna ksiezniczka.
Wskazéwka SR W5.2

Szyfr Cezara z przesunieciem 3:

KDVOR+—HASLO

Szyfr Vigenere’a z kluczem HASLO:

UAYCCKA. PZAYXCWP XKV EU MYXXUPRTQ TU ZJLYJRF. XUXMJ: TUXHAMCN.+—NAGRODA.
XOMRXKLB QKD TG FYFMGIRBF FN ZRAKCRN. MGQMR: IGQHIBOG.

Playfair z kluczem NAGRODA:

XOMRXKLB QKD TG FYFMGIRBF FN ZRAKCRN. MGQMR: IGQHIBOG.+—ZGELOSCIE SIE
PO CZEKOLADE DO YOGIEGO. HASL.O: KAPIBARA.
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Rozdziat 5

PROSERWY 2010

<« 0b0z informatyczno - matematyczny

Z.adania

5.1 Dzien 1

OL 1.1
Udowodnij, ze uktad réwnan:

a® 4+ b + 2 =2011
3a + 8b + 44¢ = 2010

nie ma rozwiazan w liczbach rzeczywistych.

OL 1.2
Dla jakich n naturalnych zachodzi podzielno$é 5|(2" + n3)?

OL 1.3

Punkt P lezy na zewnatrz okregu o $rodku O; @, R sa punktami stycznosci stycznych do okregu
przechodzacych przez P, a K jest punktem przeciecia prostych PO i QR.

Prosta k, niebedaca érednica, przechodzi przez P i przecina okrag w punktach A i B. Uzasadnij,
ze punkty A, B, O, K leza na jednym okregu.

5.2 Dzien I1

OL 2.1

Udowodnij, ze dla zadnej liczby naturalnej n > 0 liczba 27~1(2"*+1 — 1) nie jest szecianem liczby
catkowitej.

OL 2.2

Dowiedz, ze rozwiazan ukltadu rownan

a+b+c=3
a? + b? + c® = 2(ab + be + ca)

jest nieskonczenie wiele oraz kazda tréjka (a,b,c) spelniajaca ten uklad réwnan jest nieujemna tj.
a,b,c>0.

Wskazowka: Trojka (g, %, O) spelnia ten uklad (sprawdz!).

OL 2.3
Dana jest liczba calkowita n > 2. Zbiér X ma n elementéw, a Ay, Ao, ..., A101 sa takimi podzbio-

. . . . ... 90 ,
rami X, ze suma dowolnych 50 z nich ma wiecej niz an elementéw.

Udowodnij, ze wsérod tych podzbioréw istnieja trzy, z ktérych kazde dwa maja niepusta czesé
wspolna.
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5.3. DZIEN IIT ROZDZIAL 5. ZADANIA

5.3 Dzien 111

OL 3.1
Liczby a, b, k sa calkowite, przy czym k # 0. Wiadomo, ze rozwiazaniami réwnania

kx* +ax — bk + k> =0
sq niezerowe liczby catkowite. Udowodnij, ze liczba a? + b? jest zlozona.

OL 3.2
Udowodnij, ze na plaszczyznie ze standardowym ukladem wspélrzednych nie istnieje trapez o obu
katach przy jednej z podstaw rownych 60°, ktérego wszystkie wierzchotki majg wspélrzedne calko-
wite.

OL 3.3

Dana jest nieskonczona szachownica. Ireneusz i Iwona wykonuja ruchy naprzemiennie stawiajac
pionki na polach. Udowodnij, ze Iwona moze powstrzymac¢ Ireneusza od ustawienia w rzedzie lub
kolumnie pieciu jego pionkéw sasiadujacych ze soba.

5.4 Mecz matematyczny

OL M.1
Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, d, e spetniajg a?°10 4 52010 4 2010 1 2010 4 02010 — 9010, Jaka
jest najwigksza mozliwa warto$¢ wyrazenia

a400 b4010402 d4036404?

OL M.2
Wielomian W (z) o wspélezynnikach calkowitych spelnia warunek:

k2% 4. +nk

W (k)W (2k) ... W (nk) .

dla ustalonych wzglednie pierwszych liczb catkowitych n, k, n > 1.
Udowodnij, ze W (z) nie ma pierwiastkéw catkowitych.
OL M.3
W prostokacie o wymiarach 5 na 3k (k € N) umieszczono 2k + 2 punktéw.
Pokaz, ze pewne dwa punkty sa oddalone od siebie o nie wigcej niz /13.
OL M.4
Trzy odcinki o dlugosci 1 przecinaja sie w jednym punkcie. Konce tych odcinkéw sa wierzchotkami
szesciokata. Rozstrzygnij, czy
(a) jego obwod moze by¢ wigkszy od 6,
(b) jego obwdd moze byé wiekszy od 5.999999999.

OL M.5
Wielokat wypukly A lezy we wnetrzu wielokata B. Udowodnij, ze obwdd A jest nie wiekszy niz
obwod B.

OL M.6
Trojkat ABC' jest ostrokatny, a AD, BE, C'F sa jego wysoko$ciami.

Punkty XY, Z leza na bokach AB, BC,C' A odpowiednio. Udowodnij, ze
XY+YZ+ZX >FD+ DE+ EF

34



OL M.7
Rozwiaz w liczbach rzeczywistych uktad rownan:

r+y+z=4
2?2+ y? + 22 =178
2?4y + 25 = 226

OL M.8
Udowodnij, ze w dowolnym trojkacie R > 2r, gdzie R, r - promienie okregéw opisanego i wpisanego.

OL M.9
Danych jest 2n+ 1 réznych liczb catkowitych o wartosciach bezwzglednych nie wigkszych niz 2n — 1.
Udowodnij, ze mozna sposréd nich wybraé 3 liczby, ktérych suma wynosi 0.

OL M.10
W czworo$cianie ABC'S wszystkie katy plaskie przy wierzcholku S sa proste, a ponadto SA =
SB + SC. Wykaz, ze suma katéw plaskich przy wierzcholtku A jest réwna 90°.

5.5 Trudniejsze

OL T.1

Wielomian W o wspoétezynnikach catkowitych nazwiemy podzielnym przez liczbe naturalng n, jezeli
wszystkie jego wspoélczynniki sa podzielne przez n, innymi stowy, gdy W = n -V, gdzie wielomian
V ma wspdtczynniki calkowite.

Liczba p jest pierwsza, a niezerowy wielomian P o wspolczynnikach catkowitych jest stopnia mniej-
szego niz p. Udowodnij, ze jesli dla kazdej liczby calkowitej wartos¢ P jest podzielna przez p, to P
jest podzielny przez p w sensie powyzszej definicji.

OL T.2
Niech O i I oznaczaja odpowiednio srodek okregu opisanego i wpisanego w nieréwnoramienny
tréjkat ABC. Udowodnij, ze <AIO < 90° wtedy i tylko wtedy, gdy 2BC < AB + AC.

OL T.3
Rozstrzygnij, czy istnieje taka funkcja f : Zy — Z,, ze dla dowolnego x € Z zachodzi f(f(x)) =
5.

OL T.4
Dane sa trzy nieskonczone ciagi réznych liczb catkowitych dodatnich (ay,), (by), (¢5,). Udowodnij,
ze istnieje nieskoniczony rosnacy ciag (is) liczb naturalnych: iy < i <ig < ... <1, < ... taki, ze

Uiy < iy < oo < gy, < ae
bi, <bi, <...<b;y <...

Cip < Cjp < ... <Gy, <.
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6.1. DZIEN I ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Rozdziat 6

PROSERWY 2010

«mm» 0b0z informatyczno - matematyczny

Rozwigzania

6.1 Dzien I

Rozw OL 1.1
Zalézmy, ze istnieje rozwiazanie (a, b, ¢) danego uktadu.

Zastosujmy

Twierdzenie (Nier6wno$é Schwarza) Jezelin jest liczbg calkowitq, a uy, ug, ... Up,t1,ta, ...ty
sq liczbami rzeczywistymi, to

(Ui 4. w2+ 12) = (urts + . unty)?
DowdD NIEROWNOSCI

Oczywiécie dla dowolnej liczby 1zeczywistej @ zachodzi (u;x — ;)2 > 0 dlai=1,2,...,n.

Zatem

(.. Au2)z? =2(urty+. . A upty) e+t 4. At2) = (wr—t1)? +(ugr—t2) > +. . A (upz—1,)? > 0

Lewa strona nieréwnosci to funkcja kwadratowa ze wzgledu na x. Funkcja ta jest stale nieujemna,
zatem musi ona mieé niedodatni wyr6znik (delte):

A =A4(urty + . A unty)? =4+ W)+ t2) <0

co dowodzi nieréwnoéci z tezy. |

Biorac (u1,us,us) := (a,b,¢), (t1,te, t3) := (3,8, 44) uzyskujemy
(a? + 0% + ¢*)(32 + 8% + 442) > (3a + 8b + 44c)?.
Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy
2011 - 2009 > 2010,

ale 2011 - 2009 = 20102 — 1 < 2010%. Sprzecznosé.

INNY DOWOD
Jak w poprzednim rozwiazaniu zalézmy, ze liczby a, b, ¢ spelniaja dany uktad réwnan.

Zauwazmy, ze
(a® +b% 4+ c?) — 2(3a + 8b+ 44c) + 3% + 82 + 447 = (a — 3)* + (b — 8)% + (c — 44)?
Podstawiajac warunki z zadania obliczamy:
(a® +b* + c) — 2(3a + 8b + 44c) + 3% + 8% + 447 = 2011 — 2 - 2010 + 2009 = 0
Zatem (a — 3)%2 + (b—8)2 + (c —44)2 =0, czyli a = 3,b = 8, ¢ = 44.
Jezeli tak, to 2011 = a? + b% + ¢ = 32 + 82 4 442 = 2009. Sprzecznosé.
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.2. DZIEN II

Rozw OL 1.2

Zauwazmy ze:
n=0 modd=n=4k=2"=2%=2)"=1"=1 mod5
n=1 modd=n=4k+1=2"=2%"1=92"%.2=1.2=2 mod5
n=2 modd=n=4k+2=2"=2%+2=901%.92=1.4=4 mod5

n=3 modd=n=4k+3=2" =213 =94 93 = 1.8=8=3 mod 5

Zatem prawdziwa jest tabelka:

n  mod 20 0[1]2|3[4|5|6|7(8]9|10|11 12|13 |14|15|16 |17 | 18|19
n mod 4 ojr(2|3jo0(1|2(3(0(1(2}3}0}1(2|3,01}|2]3
2™ mod 5 11214131 /2(413|1/2(4 |3 |1 |2|4]3|1]|2]4)|3
n mod 5 0(1(2|3}4j0(1]|2(3}4|01 2|3 [4]|0]1|2]3]4
n® mod 5 0j1|3|2(4j0(1|3(2(4|0 1|32 |4]0]1|3]|2]4
2" +n? mod5 (|1 [3[2]0]0f2]0[1|3|1]4 4443 |3]2]0]1]2

z ktérej wynika, ze wyrazenie 2" +n? jest podzielne przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest postaci
20k + r, gdzie k jest calkowite nieujemne, a r € {3,4,6,17}.

Rozw OL 1.3

Proste AB i KO przecinaja sie w P, wiec wystarczy wykazad,
N ze

AN PA-PB = PK - PO.

K ~ 7 twierdzenia o siecznych wynika, ze
N

=P PA-PB = PQ?

Trojkaty PKQ i PQO sa prostokatne i maja kat miary
<K PQ = <OPQ, wiec sa podobne:

APKQ ~ APQO

PR @czyhPK-PO:PQQ:PA-PB.

Stad PQ:PO

6.2 Dzien I1

Rozw OL 2.1
Zalbézmy, ze taka liczba istnieje: n jest takie, ze

27’L—1(27’L+1 _ 1) — k3

Liczby 271, 271 —1 sa wzglednie pierwsze, a ich iloczyn jest szeécianem liczby calkowitej. Patrzac
na rozklad na czynniki pierwsze stwierdzamy, ze kazda z nich jest szeScianem liczby catkowite;j.

Liczba 2771 jest szedcianem liczby catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy 3|n — 1. Zatem n = 3k + 1.

ontl 1 =9%+2 _1=-8.4-1=4-1=3 mod7

jezeli wiec wykazemy, ze sze$cian liczby calkowitej nie moze daé reszty 3 z dzielenia przez 7, to
dojdziemy do sprzecznosci.
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6.3. DZIEN IIT ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Udowadniamy to przez bezposrednie przeliczenie wszystkich mozliwych reszt:

n mod7 |[0[1[2]3]4|5|6
n® mod7][0[1]1]6]1]6]6

Rozw OL 2.2
Uklad przeksztalcamy réwnowaznie przez dodanie do obu stron drugiego réwnania a? + b + c2:

a+b+c=3
20+ b2 +c*)=(a+b+c)?

oraz podstawienie pierwszego réwnania do prawej strony drugiego i podzielenie przez 2:

a+b+c=3
a2+b2+02:%

Popatrzmy na ten uktad réwnan geometrycznie. Réwnanie a? + b? + ¢ = 9/2 opisuje pewng sfere
o $rodku w (0,0,0), a réwnanie a + b+ ¢ = 3 pewna plaszczyzne. Mozna policzyé rozwiazania tego
ukladu stosujac narzedzia geometrii analitycznej, my jednak pdjdziemy troche inng droga.

Zauwazmy, ze trojka C' = (%, %,O), a wiec i tréjki B = (%,0, %) oraz A = (O7 %, %) spelniaja ten
uktad. Plaszczyzna i sfera majg wiec co najmniej trzy punkty przeciecia. Czes¢ wspélna plaszezyzny
i sfery moze by¢ ), punktem lub okregiem. W tym przypadku jest wigc ona okregiem o opisanym

na trojkacie ABC, czyli uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

Pozostaje pokaza¢, ze ten okrag o nie zawiera punktow o ujemnych wspoélrzednych, czyli lezy
w zbiorze {a > 0,b > 0,c > 0}.

Aby to udowodnié, wystarczy dowiesé, ze okrag o nie ma punktéow wspélnych z ptaszezyzna ¢ = 0
innych niz C' = (%, %, O), z plaszezyzna a = 0 innych niz A, a z plaszczyzna b = 0 innych niz B.
Zalézmy, ze tréjka (a, b, 0) jest punktem okregu o, czyli spelnia réwnania ukladu. Wtedy a+b =3
oraz a® +b? = 5, zatem (a — b)? = 2(a®> + %) — (a + b)? = 9—9 = 0, czyli a = b = 3/2, zatem
(a,b,0) = C. Pozostalych wlasnosci dowodze analogicznie.

Rozw OL 2.3

Rozwazmy Aj, ..., Asp. Suma tych zbioréw ma wiecej niz %n elementéw, wiec wsrod nich istnieje
taki, ktéry ma wigcej niz £7 elementéw. Dla uproszczenia oznaczen zatézmy, ze A; ma wigcej niz
Z7 elementow.

Zauwazmy, ze A; ma puste przeciecia z najwyzej 49 zbiorami sposrod As, ..., Ajp1. Faktycznie,
gdyby A; mialo puste przeciecia z pewnymi 50 zbiorami, to miatoby puste przeciecie i z ich suma.
Ale suma tych zbioréw laczne z A; ma wiecej niz g—?n + %n = n elementéw, zatem wiecej niz X.
Sprzecznosé.

Zatem A; ma niepuste przeciecie z co najmniej 51 zbiorami, niech dla uproszczenia oznaczen beda
to zbiory As, ..., Ass.
Teraz powtarzamy powyzsze rozumowanie.

n

Wéréd 50 zbioréw Ag, ..., A5y istnieje zbiér majacy wiecej niz £7 elementéw, niech bedzie to As.

Rozumujac jak wyzej dochodzimy do wniosku, ze As ma puste przeciecia z najwyzej 49 zbiorami,
zatem Ao ma niepuste przeciecie z pewnym zbiorem A; z 50 zbioréw As, ..., Ass.

Kazde dwa ze zbioréw A;, A, A; maja niepuste przecigcie.

6.3 Dzien 111

Rozw OL 3.1
Niech z1, x2 beda rozwigzaniami danego réwnania. Ze wzoréw Viete’a mamy:

a
x1+x2:—%
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.3. DZIEN III

—b k3
1T = kT_F = /452 —b

Wyznaczamy a, b:
a = —k(z1 + x2)

b= ]C2 — T1T2
Obliczamy a? + b?:
a? + b = k(1 + 22)% 4 (k2 — 2120)? = K2 (2? + 22) + 2K% w120 + kY — 2K 2 20 4 (2120)2 =

=K'+ k(2] + 23) + (2122)” = (k% + 27) (k* + 23)
Liczby k, x1, 7o sa calkowite i niezerowe, zatem k2, 2%, 23 > 1, czyli k? + 2% > 2,k* + 23 > 2.
Wyrazenie a? 4 b? jest wiec iloczynem dwéch liczb naturalnych wiekszych od 1, zatem jest liczba
ztozona.
Rozw OL 3.2
Zalézmy, ze taki trapez istnieje.

Oznaczmy wierzcholki trapezu jako ABCD; AB i C'D sa podstawami, <BAD = <ABC = 60°.
Oczywiscie AB > CD.

Niech punkt E bedzie taki, ze EDCB jest rownoleglobokiem. Wtedy <AED = <ABC = 60°
i <FEAD = <BAD = 60°, zatem AED jest tréjkatem réwnobocznym.

7 definicji punkt E jest przesunieciem B o wektor C'D, wigc ma wspéirzedne catkowite.

Tréjkat AED jest réwnoboczny i wszystkie jego wierzchotki maja wspélrzedne catkowite. Dowdd
sprowadza si¢ zatem do nastepujacego:

Udowodnié, zZe nie istnieje trojkgt rownoboczny, ktorego wszystkie wierzcholki majg wspolrzedne
catkowite.

Zalézmy, ze taki trojkat istnieje. Zauwazmy, ze jezeli ma on bok

a, to liczba a? jest liczba catkowita.

Wielokat wypukly, ktorego wszystkie wierzchotki maja wspél-

rzedne calkowite, ma pole postaci %K , gdzie K jest liczba cal-

kowita. Faktycznie, jezeli dobudujemy do bokéw trojkaty prosto-

katne, otrzymamy wielokat o polu catkowitym, a dobudowywane
1

trojkaty maja pola postaci 5-liczba calkowita, patrz rysunek.

A wiec nasz trojkat ma pole réwne %k, gdzie k € Z.

Z drugiej strony trojkat réwnoboczny ma boku a ma pole réwne “3~=:

L _ a3
27 4

2%
Z=V3

a

Stwierdziliémy wczeéniej, ze a?, k sa liczbami calkowitymi. Z powyzszego wzoru wynika wiec, ze v/3
jest liczba wymierna, a to nieprawda. Sprzecznosé.

Rozw OL 3.3

Wprowadzmy jakikolwiek uktad wspolrzednych na tej szachownicy. Kazdy kwa-
drat 4 x 4, ktérego wierzchotki maja wspolrzedne catkowite i podzielne przez 4
kolorujemy jak na rysunku.

Zauwazmy, ze kazdy prostokat 1 x 5 odpowiadajacy pieciu pionkom w rzedzie lub
kolumnie zakrywa pewna pare pol z ta sama liczba wpisana, lezacych obok siebie.
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6.4. MECZ MATEMATYCZNY ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Na przykladowym rysunku pionowy prostokgt za-
wiera 2 pigtki, a poziomy — 2 dwdojki.

Rozwazmy nastepujaca strategie Iwony:

Gdy Ireneusz stawia pionek na polu o pewnym
numerze i, Iwona stawia pionek na sasiadujacym
polu o numerze i.

Przy takiej strategii Iwony Ireneusz nie moze usta-
wi¢ pieciu pionkéw w rzedzie lub kolumnie, gdyz to
oznaczaloby, ze ustawil swoje pionki na obu polach
pewnej pary, a to nie jest mozliwe.

6.4 Mecz matematyczny

Rozw OL M.1
Na mocy nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczna a geometryczna

a2010 +b2010 +02010 + d2010 + 62010

1= 2010 B
EGQOIO N 4—3()&2010-1- ﬁbZOlo N ﬁbQOlO + $C2OIO N $C2OIO
— 400 23(:][10 402 +
ﬁd%lo_'__”_’_ &d2010+ﬁ€2010+‘”+ ﬁeﬂ)lﬂ
+ 403 5070 404 2
1

4007401 402 7403 j404 2010
2 a b ¢ d € \/400400401401402402403403404404

Po przeksztalceniu otrzymujemy: a*00p*01c4027403¢204 < 204/4004004(014014(24024(34034(4404,

Wartos¢ ta jest osiagnieta, gdy miedzy srednimi zachodzi réwnosé, czyli kiedy spelniony jest wa-

. 1 .2010 _ _1 32010 _ _1 2010 _ _1 ;2010 _ _1 ,2010 . ; 2010
runek: jg5a = o7b = 103¢ = 154 = gz, ktéry wraz z warunkiem a +

p2010 4 (2010 4 42010 4 2010 — 92010 pociaga za soba a = *°V/400,b = *°V/401,c = *°V/402,d =
2010/4:037 e = 2010/404'

Sprawdzamy:

( 201m)400( 201\0/[@)401( 201\(7@)402( 201\0/@)403( 201\0/@)404 — *8/4004004()14014()24024()34034()4404

Najwicksza mozliwg wartoécia wyrazenia a?00p01 4024403404

20/4004004(14014()24024()34034()4404

jest liczba

Rozw OL M.2
Przeksztalcamy prawa strone réwnania:

kE+2k+...+nk  kn(n+1) k(n+1)

n 2n 2

Przeprowadzamy dowdd nie wprost.

Zal6zmy, ze liczba calkowita a jest pierwiastkiem W (z). Z twierdzenia Bézouta wiemy ze: W(z) =
(x —a)Q(x), gdzie Q(z) jest wielomianem o wspo6lezynnikach catkowitych.

Warunek z zadania przyjmuje postac:
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.4. MECZ MATEMATYCZNY

(k—a)(2k—a)...(nk—a)-Q(k)Q(2k)...Q(nk) = w
Liczby Q(k), Q(2k), ..., Q(nk) sa calkowite.

Liczby k —a,2k —a,...,nk —a daja rozne reszty z dzielenia przez n. Jezeli bowiem tk —a = jk —a
mod n, dlai,j € {1,2,...,n}, ton|(ik—a)— (jk—a) = k(i—j), a skoro k i n sa wzglednie pierwsze
tonli—j,ale0<i—j<n,zatemi—j=0,i=j.

Liczby k —a,2k —a,...,nk —a daja n réznych reszt, zatem wypelniajg caly zbiér mozliwych reszt
z dzielenia przez n, w szczegélnosci ktoras z nich daje reszte 0 z dzielenia przez n.

Lewa strona warunku z zadania jest podzielna przez n, a wiec i prawa jest podzielna:

kE(n+1)
-

Liczby k i n sa wzglednie pierwsze, zatem n|n+1, a wiec n|n+1—n = 1, n = 1, co stoi w sprzecznosci
z warunkiem n > 1.

Rozw OL M.3

Figura I powstaje z kwadratu K o wymiarach 3 x 3 poprzez odcigcie dwoch gérnych naroznikéw
w postaci tréjkatow prostokatnych rownoramiennych o przyprostokatnych dlugosci 1, a jej sSrodkiem
nazwiemy Srodek kwadratu K.

Figura IT jest obrazem figury I w obrocie o kat 180° wokél érodka figury I. Srodkiem figury 1T
takze nazwiemy érodek kwadratu K.

Figura I| |Figura II

Umieé¢my dany prostokat w uktadzie wspolrzednych w ten sposéb, ze jego wierzchotki znajduja sie
w punktach: (0,5), (0,0), (3k,0), (3k,5).

Umiesémy k figur I w tym prostokacie w nastepujacy sposéb: i-ta figure I umieszczamy w ten
sposob, ze jej srodek jest w punkcie (2 +3(i — 1), 3), gdzie i € {1,2,...,k}.

Nastepnie umiesémy k+ 1 figur 11 w nastepujacy sposob: $rodek i-tej figury znajduje sie w punkcie
(% +3(i — 1), %), gdzie i € {1,2,...,k+ 1}. W ten sposéb caly prostokat zostal przykryty:

(0,5) (3-k,5)

(0,0) Gdy k=38 (3-k,0)

7 zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze skoro w prostokacie jest 2k + 2 punktéw, a umieszczo-
nych jest w nim 2k + 1 figur, ktére calkowicie pokrywaja prostokat (kazdy punkt lezy w ktérejs
z figur), to w pewnej figurze znajduja sie dwa punkty.

Wiadomo, ze najdluzszy odcinek zawarty w wielokacie wypuklym jest jedna z przekatnych lub
bokéw wielokata, zatem najdiuzszy odcinek zawarty w figurze I lub IT ma diugoéé v/22 + 32 = /13,
innymi stowy odlegto$¢ migdzy punktami lezacymi w jednej figurze jest nie wigksza niz /13.

Rozw OL M.4

Podpunkt a.

Ponizsze rozwigzanie jest powtorzeniem rozwigzania zadania z grupy poczgtkujgces.
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Zapiszmy szesciokrotnie nieréwnosé tréjkata z oznaczeniami jak na rysunku:
b
1-z| @ a<(1-y)+(1-2) b<I-2)+(1-y) c<(O-z)+2
all —
: d<y+z e<z+y [f<(l—-2)+z
y

Dodajac nieréwnosci stronami otrzymujemy:
d
a+b+c+d+e+ f<6.

e Widzimy zatem, ze obwod danego szesciokata nie moze by¢ wigkszy niz 6.
Podpunkt b.

Rozwazmy nastepujaca sytuacje: wszystkie odcinki dziela sie¢ w takich samych stosunkach, patrz
rysunek:

Stwierdzam, ze jezeli wezme

1
€ < 33 (6~ 5.999999999)

to obwdd szedciokata, czyli suma dtugosci odcinkéw niebieskich,
bedzie wiekszy od 5.999999999.

Zaiste dla kazdego z trdjkatéw o jednym boku niebieskim, jednym
dltugosci € a jednym diugosci 1 — & mozemy zapisa¢ nieréwnosc
tréjkata:

niebieski bok +e>1—¢
niebieski bok > 1—-2-¢

=

Sumujac
Obwdd > 6 — 12 > 6 — (6 — 5.999999999) = 5.999999999.

Widzimy, ze istnieje szesciokat o obwodzie wiekszym niz 5.999999999.
Rozw OL M.5

Poprowadzmy przez wierzcholki A proste prostopa-
dte do odpowiednich bokéw A, jak na rysunku. Wie-
lokat A jest wypukly, wiec fragmenty obwodu B od-
cigte przez kolejne proste (na rysunku pogrubione) sa
roztaczne. Aby udowodnié teze, wystarczy wiec po-
kazaé, ze dlugos¢ boku jest nie wigksza od dlugosci
odpowiedniego fragmentu obwodu B np. na rysunku
fragmentu pomiedzy A’ i B'.

Proste AA’ i BB’ sg réwnolegle i odlegtoéé pomiedzy
tymi prostymi wynosi AB, bo AB jest prostopadtly
do tych prostych.

A € AA', B’ € BB’, wicc odlegto$é pomiedzy punk-
tami A’ i B’ jest nie mniejsza niz odleglo$é pomiedzy
prostymi AA’ i BB'.

Lacznie

dhugosé obwodu pomiedzy A’ i B’ > A'B' > AB

co konczy dowdd.

Rozw OL M.6

Lemat Przy oznaczeniach z zadania <EDA = <F DA innymi stowy wysokosé AD jest dwusieczng
w trojkgcie DEF.

42
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DowOD LEMATU

Niech H oznacza ortocentrum tréjkata ABC. Mamy <HEC = <HDC = 90°, zatem <HFEC +
<HDC = 180°, czyli punkty H, E,C, D leza na jednym okregu.

Katy <ADE = <HDFE i <HCF sa oparte na tym samym tuku, czyli <HDFE = <HCFE = 90° —
<CAB.

Analogicznie przeliczam <ADF = 90° — <CAB. A wiec <ADF = <ADE. |

Niech E’, E” beda odbiciami E wzgledem BC, BA. Za-
uwazmy, ze <E'DF = <EDF 4+ 2-<EDC =2 -<EDA+
2. 9EDC = 2-(<ADE+<EDC) = 2-90° = 180°. Punkty
D, F, F' lezg wiec na jednej prostej! Analogicznie dowodze,
ze D, F, E" leza na jednej prostej. Reasumujac E', D, F, E"
leza na jednej prostej i

E'E"=FE'D+DF+ FE"=ED+ DF +FE

Popatrzmy teraz na tréjkat BE'E"”. W trdjkacie tym
BE' = BE" = BE i <F'BE"” = <E'BE + <EBE" =
2. («CBE + <ABE) = 2<CBA.

Rozwazmy analogicznie odbicia Y/, Y” punktu Y wzgledem
BC, BA. 7 nieréwnosci trojkata

YY'SY'Z+ZX+XY'=YZ+ZX + XY
Aby pokazaé teze, wystarczy wiec dowiesé, ze
E'E"<Y'Y".
Popatrzmy na tréjkat Y’BY”. Identycznie jak przy trojkacie
E'BE" dowodzimy, ze YB=Y"B =YBi<Y'BY" = 2<CAB.

Tréjkaty Y'BY” i E'BE" sa réwnoramienne i maja taki sam kat A
pomiedzy ramionami. Zatem sg one podobne. W szczegdlnosci

YIYI/ B BY/ B g >
E'E" BE' BE~

Y//

gdyz wysokosé jest najkrétszym odcinkiem pomiedzy B a bokiem
AC.
Podsumowujac:
ED+DF+FE=FEPE'"<YY"KYZ+ZX +XY.

Rozw OL M.7

Aby rozwiazaé to zadanie, wykorzystajmy metode wielomianu pomocniczego.
Zalézmy, ze (x,y,z) spelniaja uklad réwnan z zadania i weZmy wielomian postaci W(x) = (t —
2)(t —y)(t — 2) = t3 + 01t% + oot + 03. Zauwazmy, ze kazdy ze wspolczynnikéw o mozna na mocy
wzoréw Viete’a przedstawié¢ za pomoca wyrazen z wyjsciowego ukladu:
or=—(x+y+z)=—4
1 1
o2 =aY+ Yz +z2x= 5((x+y+z)2— (*+y*+2%) = 5(16—78) = -31

03 = —TYZ
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Aby obliczy¢ o3 = —xyz, zapiszmy jeden z ciekawszych wzoréw skréconego mmnozenia:
3 3 3_ 2 2 2
4y + 2= (r+y+2) (27 +y* + 27 — (xy +yz + 2x)) + 3zyz

226 = 4(78 4 31) — 303 wigc g3 = 70
Otrzymali$émy zatem wielomian W (x) = 3 — 4¢2 — 31t + 70, ktérego pierwiastki, a zarazem rozwia-
zania uktadu réwnan, znajdziemy w tradycyjny sposéb.

Nietrudno zauwazy¢, ze jednym z pierwiastkéw jest 2. Stosujac schemat Hornera z tatwoscia znaj-
dujemy pozostale pierwiastki: —51 7.

Otrzymalismy zatem rozwiazania — wszystkie permutacje trojki (—5,2,7):

(=5,2,7),(=5,7,2),(2,—5,7),(2,7,-5), (7,2, —5), (7, =5, 2)

Wszystkie przejscia w rozumowaniu byly réwnowazne, zreszta nietrudno stwierdzié, ze powyzsze
tréjki spelniaja uktad rownan z zadania.

Rozw OL M.8

Oznaczmy odlegloéci wierzchotkéw A, B, C' od punktéw stycznosci
sasiednich bokéw z okregiem wpisanym jako x,y, z odpowiednio.
Zachodza réwnosci AB=x+vy, BC=y+ 2z, CA=2z+z.
Zapiszmy wzoOr na pole trojkata na dwa sposoby:
(z+y)(y+2)(z+2)

P= = :
(z+y+2)r iR

Poréwnujac te wzory ze wzorem Herona:

P=\(w+y+2)(z+y+z—z—2)(z+y+z—y—2)(@+y+z—x—y) = (e +y+2)wyz,

wyznaczy¢ mozemy dlugosci promieni w zaleznosci od z, y, z:

Ve+y+zzyz=(x+y+2)reor= =

r+y—+z

APy +AEte) o ettt
4R =V@tytzayz o R 4/(r+y+2)ryz

Teza glosi, ze % > 2, co robwnowazne jest nieréwnosci

Gyt [FITE
4/ (x+y+ 2)zyz ayz T

Po przeksztalceniu otrzymujemy nieréwnosé:

(z+y)(y+2)(z + ) > 8zyz,

(z+y)y+2)(z+72)

8
T+ +z z+=x
2y.y2 5 2\/@\/172\/%:\/;@
Ostatnia nieréwnosé jest iloczynem trzech nieréwnosci pomiedzy srednia arytmetyczna a geome-
tryczna, ktore sa prawdziwe dla wszystkich liczb dodatnich. Nieréwnosé ta jest wiec prawdziwa,
a ze jest ona réwnowazna tezie, to i teza jest prawdziwa.

Z 1Yz,
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Rozw OL M.9

Niech dla zwigztoéci D oznacza zbiér 2n+1 liczb z zadania, D oznacza podzbior liczb nieujemnych
D, a D_ — podzbidr liczb ujemnych.
Rozwazmy liczbe a € D majaca najmniejsza warto$¢ bezwzgledna sposrédd liczb z D.
Zatozmy, ze a < 0.
Rozwazmy zbiér
a+D_={a+d|deD_}
Wszystkie elementy tego zbioru leza w przedziale [a — (2n — 1),a]. Oczywisdcie w przedziale [a —
(2n — 1), —2n] moze leze¢ maksymalnie —2n — (a — (2n — 1)) + 1 = —a liczb. Tak wiec w przedziale

[—(2n — 1), a] lezy co najmniej |D_| + a liczb (liczba |D_| 4+ a moze byé ujemna, ale w niczym nie
psuje to rozwigzania).

7 definicji a jako elementu majacego najmniejsza warto$¢ bezwzgledna wszystkie elementy D
leza w [|al,2n — 1], a wiec wszystkie elementy zbioru —D; = {—d | d € Dy} leza w przedziale
[—(2n —1),qa].

W przedziale [—(2n — 1), a] lezy wiec |D_| + a r6znych elementéw zbioru a + D_ oraz | D | réznych
elementéw zbioru —D .

Przedzial ten ma dlugosé 2n — 1+ a + 1, a elementéw jest tacznie |D_| +a + |Dy| =2n+ 1+ a,

czyli wiecej niz wynosi dlugosé przedziatu. Zatem istnieja takie be D_,c € Dy ze

a+b=—cczylia+b+c=0.

Gdy a > 0 rozwazamy zbiér a + D, —D_ i analogicznie dochodzimy do tezy.

Rozw OL M.10

Niech P i @ beda punktami lezacymi na przedtuzeniach krawedzi SB i SC,
tak aby SP = SQ = SA.

Rozwazmy kwadrat SPRQ, a w nim tréjkaty RCB, RCQ, RBP. Tréjkaty
RCQ i RBP sg przystajace odpowiednio do tréjkatéw ABS i ACS, a wigc
trojkat RBC jest przystajacy do trojkata ACB. Stad

ICAS + <CAB + <BAS = <PRB + <BRC + <CRQ = <PRQ = 90°.

6.5 Trudniejsze

Rozw OL T.1
Udowadniamy teze przez indukcje po stopniu wielomianu P.

Baza indukcji — stopien 0. Jezeli wielomian jest stopnia 0, to jest on staly, zatem teza zachodzi dla
niego trywialnie.

Krok indukcyjny. Zalézmy, ze dla wielomianéw stopnia mniejszego od n (n < p) teza zachodzi.
WezZmy wielomian P stopnia n:

P(z) = ana" + ap_12" ' + ...+ ag

Rozwazmy dwa przypadki:
(a) plan. Wtedy wielomian P(x)—a,a™ jest stopnia mniejszego od n i dla kazdej liczby calkowite;
warto$é¢ P(x) — a,z™ jest podzielna przez p, zatem z zalozenia indukcyjnego P(z) — a,a™ jest

podzielny przez p a wiec i P(x) jest podzielny przez p.
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(b) p fan.
Rozwazmy wielomian Q(x) := P(z + 1) — P(x) = n - a,2" ! + wyrazy nizszego stopnia.
Dla kazdej liczby calkowitej wartosci P(xz+1), P(x) sa podzielne przez p, zatem i warto$é Q(x)
jest podzielna przez p.
Wielomian @ jest stopnia mniejszego niz n i spelnia zalozenia, zatem z indukcji spelnia teze.
W szcezegdlnosei wspolezynnik n - a,, jest podzielny przez p. Ale p jest liczba pierwsza i p fa,.
Zatem p|n, p < n. Sprzecznosé.

Rozw OL T.2

Skoro trojkat ABC' nie jest réwnoramienny, to
punkty A, O, I nie leza na jednej prostej.
Przedtuzmy odcinek Al i oznaczmy punkt jego
przeciecia z okregiem opisanym na AABC' jako
K. Niech bedzie D érodkiem AK, wtedy OD L
AK.

Oczywistym jest, ze <AIO < 90° wtedy i tylko
wtedy, gdy punkt I lezy po przeciwnej stronie
punktu D niz punkt A, czyli gdy Al > IK.
Zauwazmy, ze CK = BK, gdyz odcinek Al za-
wiera si¢ w dwusiecznej kata BAC.

Lemat Dilugos¢ odcinka IK rowna jest dlugosci
odcinkéow CK i BK.

Dowo6D.
Oznaczmy <CAK = <K AB = «a oraz <ABI = <IBC = .
7 twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym luku <CBK = «, wiec <IBK = a+ .

Ponadto <AIB = 180° — a — 3, a zatem <BIK = a + (3, wiec trojkat BK I jest rownoramienny —
BK =1K. [ |

Zastosujmy znany fakt.

Twierdzenie (Ptolemeusza) W dowolnym czworokgcie ABCD suma iloczyndw diugosci prze-
ciwleglych bokow jest wieksza bgdz rowna iloczynowi dlugosci przekgtnych:

AB-CD+ BC-DA> AC-BD

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworokqt da sie wpisaé w okrgg.

Skoro czworokat ABK C' wpisany jest w okrag, zachodzi AB-CK + AC'- BK = AK - CB.
Majac CK = IK = BK, mozemy zapisa¢ te zaleznos¢ w postaci:

Al
AB-IK + AC-IK = BC - (Al + IK) (:)AB—I—AC:BC’%—EBC
Zauwazmy, ze prawa strona rownosci jest wieksza lub réwna 2BC wtedy i tylko wtedy, gdy f—é >1,
czyli AI > ITK, co jest rGwnowazne nieréwnosci <AIO < 90°. Tak wiec udowodnilismy, ze <AIO <
90° < 2BC < AB + AC.
INNE ROZWIAZANIE
Zadanie to mozna rozwiazaé nie znajac twierdzenia Ptolemeusza.

Tak jak w poprzednim rozwigzaniu dowodzimy, ze <AIO < 90° < Al > IK oraz BK = CK = IK.
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Niech B’ oznacza punkt stycznosci okregu wpisanego w AABC z AC, za§ M oznacza $rodek boku
BC.

Zachodza rownosci katéw <MCK = <CAK oraz <CMK = <AB’I = 90°. Zatem tréjkaty NAIB’
i ACKM sg podobne. Z podobienstwa tych trojkatéw wynika

IK CK _CM _ 3BC B BC
Al Al AB"  }(AB+AC-BC) AB+AC-BC’

Tak wige IK < Al & BC < AB+ AC—-BC & 2-BC < AB+ AC.
Rozw OL T.3
Funkcja taka istnieje.

Niech T'ri bedzie zbiorem takich liczb, w ktérych rozkladzie na czynniki pierwsze tréjka wystepuje
w nieparzystej potedze, w szczegdlnosci liczby ze zbioru Tri sa podzielne przez 3.

Szukana funkcja ma postac:

Ly dlaxeTri
— 3
fle) = { 15z dla « ¢ Tri

Funkcja f dla naturalnych argumentow przyjmuje naturalne wartosci. Dla elementow z jednego ze
zbioréw T'ri, Z — Tri funkcja f przyjmuje wartosci ze zbioru drugiego.

Przy dwukrotnym zlozeniu funkcji wykonane zostana wiec oba dzialania, mianowicie f(f(z)) =
£ 15z =5z lub f(f(x)) =15+ sz = 5x.

Rozw OL T4
Rozwiazanie poprzedzimy dwoma uwagami.

Uwaga Dla kazdych i, Ny, Ny, N. naturalnych istnieje takie i’ > i, ze

a;r > Ny by >Ny ¢y > N,.

DowOD UWAGI

Liczb caltkowitych dodatnich nie wiekszych od N, jest N, i kazda z nich moze si¢ pojawiaé¢ w ciagu
(an) co najwyzej raz, zatem co najwyzej N, wyrazéw ciagu (a;41,ait2,...) moze by¢ nie wiekszych
od N,.

Identyczne rozumowanie pokazuje, ze co najwyzej N, wyrazéw ciagu (bjy1,b;12,...) jest nie wiek-
szych od Ny, i co najwyzej N, wyrazéw ciagu (¢i41, Cito, - ..) jest nie wigkszych od N..

Rozwazmy dowolny indeks j > 1.

Nie spelnia on warunkéw na i’ z uwagi wtedy 1 tylko wtedy, gdy a; < N, lub b; < Ny lub ¢; < N,
czyli gdy j jest jednym z co najwyzej N, + Ny + N, indekséw. Ale w ciagu (i + 1,04+ 2,...) jest
nieskonczenie wiele (a wiec wiecej niz N, + Ny + N..) indekséw, wiec istnieje indeks, ktéry spelnia
warunki na 7’ [ |

Uwaga Dla dowolnego i istnieje takie i' > i, ze a; < ay, b; < by oraz ¢; < cjr.

DowoD.
Wystarczy zastosowaé poprzednia uwage dla N, := a;, Ny :=b;, N, = ¢;. |

Przystapmy do dowodu zadania. Skonstruujemy ciag (is) indukcyjnie.

Wybieramy i, := 1.

Jezeli mamy wybrane (i1,...,i), to z drugiej uwagi istnieje i’ > i) takie, ze a;y > a;,, by >
b;, oraz ¢; > ¢;, . Kladziemy ipq := 14, tak wiec

Qi > gy, iy > by oraz e, > ¢y

Przez indukcje skonstruowali$my nieskonczony ciag (i), powyzsze nieréwnosci wskazuja, ze spelnia
on zalozenia z zadania.
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7.1.

e-0OTOCZKI ROZDZIAL 7. WYKLADY

Rozdziat 7

Wyklady

7.1

PROSERWY 2010

«mm» 0b0z informatyczno - matematyczny

e-otoczki

Definicja e-otoczkq figury F nazwiemy figure zloZong ze wszystkich punktow odleglych od F o co naj-
wyzej €.

Wtasnosci i przyktady:

Figura F jest réwna 0-otoczce F.
Dla € < ¢ e-otoczka F jest zawarta w p-otoczce F, a wiec kazda otoczka F zawiera figure F.

e-otoczka kota o $rodku O i promieniu r jest kolo o érodku O i promieniu r + ¢ (méwimy tutaj o
g-otoczce w dwoch wymiarach).

e-otoczka szeécianu o krawedzi a to “sze$cian z zaokraglonymi rogami” i ma ona objetosé a® +
6a’e + 37 - ae? + 3med.

Figury F i G sg odlegte o wigcej niz € wtedy i tylko wtedy, gdy ich §-otoczki sa roztaczne.

7.1.1 Zadania

OL W1.1
W kwadracie o boku 10 umieszczono 70 odcinkéw dlugosci 1. Udowodnij, ze pewne dwa z tych
odcinkow leza w odleglosci mniejszej niz 1.

OL W1.2
Kwadrat 1 x 1 jest pokryty przez n kot. Udowodnij, ze mozna wybra¢ spoérdd nich kota o tacznym
polu nie mniejszym niz 1/9, z ktérych kazde dwa sa roztaczne.

OL W1.3
Szescian 1 x 1x 1 jest pokryty przez n kul. Udowodnij, ze mozna wybraé¢ sposrod nich kule o tacznej
objetosci nie mniejszej niz 1/27, z ktérych kazde dwie sa roztaczne.

OL W14

W kwadracie o boku 15 lezy 20 parami roztacznych kwadratéw o boku 1. Udowodnij, ze jest
mozliwe umieszczenie w duzym kwadracie kota o promieniu 1, nieprzecinajacego wnetrza zadnego
z kwadracikéw.

OL W1.5
Figure ztozonag z przekatnych kwadracika jednostkowego nazwiemy X. Udowodnij, ze w kole o
promieniu 1000 moze umiesci¢ tylko skonczenie wiele parami nieprzecinajacych sie X-6w.

OL W1.6

Danych jest n punktéw Ay, As, ..., A,. Odleglo$é pomiedzy kazdymi dwoma z tych punktéw wynosi
wiecej niz 2.

Figura F ma pole mniejsze niz m. Udowodnij, ze istnieje taki wektor o dlugosci nie wigkszej niz 1,
ze F przesunieta o ten wektor nie zawiera zadnego z punktéw Ay, ..., A,.
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OL W1.7
Zaznaczmy na szachownicy 8 x 8 érodki wszystkich p6l. Czy mozna tak narysowaé¢ 13 prostych
dzielacych szachownice, aby w kazdym fragmencie byl nie wiecej niz 1 zaznaczony punkt?

7.2 Ciagi jednomonotoniczne

7.2.1 Teoria

Ze wzgledu na wygode wprowadza sie zwykle zapis, ktory nie jest na poczatku zbyt intuicyjny, ale potem
okazuje si¢ by¢ czytelniejszy.

Zal6zmy, ze mamy skonczenie wiele ciagdw: (ai,...,an), (b1,...,bn), (C1,.. . Cn)y. ...
Oznaczamy
ay a2 Gnp
b b2 bn,
=aibicy ...+ agbocs ...+ ... Faybuc, ...
1 C2 Cn

czyli sume iloczynéw wszystkich kolumn. Wazne, ze wartosé tego iloczynu nie zmienia sie przy zamianie
. . ay as as a1 ayp as b1 bg
kol . = =
olumn ani wierszy, np [ by by J { by by J w b by J { 4 ay J

Twierdzenie (Nieréwno$é dla dwéch ciagéw jednomonotocznicznych) Zaldzmy, ze mamy dane

n-elementowe ciggi niemalejagce (a1, as, ... ,a,) i (b1,ba,...,b,), a cigg (b,bh,...,b.) jest dowolng per-
mutacjq ciggu (by,ba, ..., by). Wtedy

ap az ce. Qp > ay ag e Qp

by by ... b | T W W, LW

Innymi stowy: jezeli robimy iloczyny wyrazow z dwoch ciagdw, to najwieksza wartosé¢ uzyskamy stosujac
zasade “najwiekszy z najwiekszym”.
SZKIC DOWODU

Na poczatek udowadniany twierdzenie dla ciaggdéw dwuelementowych: zakladamy, ze a; < a2 i by < bs.
Jedyna nietrywialna permutacja (b1, b2) to ciag (b2, b1), wiec teza przeksztalca sie réwnowaznie do:

ay a2 ay a2
PR
a1by 4 agby > a1by + azby

(CLQ — al)(bg - bl) 2 0

co jest prawda.
W ogdlnym przypadku (dla ciagdéw n-elementowych) pokazujemy, ze da sie stopniowo doj$¢ od

a,l a,2 o a/n do | 41 92 - 9n | hie zmniejszajac wartoéci w zadnym kroku.
by by, ... by, by by ... by
W Z,l Z,Q Z," wybieramy kolumne, w ktorej jest wyraz réwny by, zalézmy ze jest to k-ta
Tl b
kolumna:
[al an anJ_’Val an N anJ
by by ... b by by, ... by ... U
. . e e g s . . . ’ . ay ag a; Qg
Z uprzednio udowodnionej nieréwnosci wynika (a1 < ag 1 by < b)), ze { yob J < { Y J, a stad
1 1 1 1
ap a2 ... Qap < a az ... QA ... Qp
by by .. b | T by by o by b
Analogicznie “sortujemy” ciag (by, b5, ..., b, ..., b)), potem (b, ba,...), itd. az do otrzymania (by,ba, ..., b,). B
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7.2.2 Zadania

OL W2.1
Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi

a® + b > a®b+ ab?

OL W2.2
Wykaz, ze jezeli liczby a, b sa dodatnie, to

a? b2
7+ ;>\/E+\/5

OL W2.3
Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosc¢
a? b? c? at+b+ec
—+ + =
b+c a+c a+bd 2

OL W24
Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

2(a® + % + ) = ab(a + b) + be(b + ¢) + calc + a)

OL W2.5
Udowodnij:

Twierdzenie Niercuwnosé Czebyszewa

Ciqgi (ay,) i (by) sq¢ niemalejgce. Udowodnij, ze

n(arby + ...+ apby) = (a1 + ...+ an)(by + ... + by).

7.2.3 Uogoblniona teoria

Twierdzenie Jezeli ciggi (a11,...,01,n), (021,022,-.,620),- -, (Qk1,s--.,0kn) SQ niemalejgce i majq
wyrazy nieujemne, to

/ li /
a1 @12 ... Aain al,l CLLQ e alyn

/ / /
az1 G222 ... A2n > (12’1 a2$2 . az’n

=

i / /

a1 G2 ... QAgn a’k,l ak,Z PN ak,n
o ;o ;o o
gdzie ciqg (a} 1,0}, ..., a;,) jest permutacjq ciggu (ai1,aiz2,. .., 0;in)-

ZARYS DOWODU

Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzedniego twierdzenia. Najpierw wprost udowadniamy twier-
dzenie dla n = 2, a potem korzystamy z tego wyniku w ogdlnym przypadku. Po szczegdly odsylam np.
do ksiazki “Wedrowki po krainie nieréwnosci”, podrozdzial 4.3. |
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7.2.4 Zadania 11

OL W2.6
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a4, ..., a, zachodzi
2 2
aTay i < a4+ ... +ay < /al—l—...—i—an.
n n
OL W2.7

Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa dodatnie, to

a0+ > ad?VP(a+b+c)

OL W2.8
Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek a + b + ¢ = 3. Udowodnij, ze

b+c¢ c¢c+a a+b

Ny Sk

6

7.3 Menelaos 1 Ceva

7.3.1 Teoria

Twierdzenie (Menelaosa) Dany jest AABC i prosta przecinajgca boki BC' i C A odpowiednio w punk-
tach D i E oraz przedluzenie boku AB w punkcie F. Wowczas zachodzi:

AF-BD-CE=BF -DC-FEA

Dowdb.

F

A B

Poprowadzmy prosta réwnolegla do AC' przechodzaca przez B i oznaczmy jako K punkt jej przeciecia
z prosta DF. Otrzymujemy trojkaty podobne BKF i AEF, dla ktérych mozemy zapisaé proporcje
BF  BK
AF  AE’
Zauwazmy, ze rowniez tréjkaty EC'D i KBD sa do siebie podobne, zatem
CD EC
DB BK'
7 réwnosci tych mozemy zapisaé
BF - AE _ BK - EC-DB
AF - CD
skad otrzymujemy
AF-BD-CE

BF-DC-EA_1
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7.3. MENELAOS I CEVA ROZDZIAL 7. WYKLADY

réwnowazna zadanej rownosci. |

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Menelaosa.

Twierdzenie (Cevy) Jesli trzy proste AD, BE, CF przechodzqce przez wierzcholki trdjkata ABC' prze-
cinajg sie w jednym punkcie, to zachodzi:

AF-BD-CE=FB-DC - FEA.

DowdD.

A F B

Rozpatrzmy zalezno$ci pomiedzy bokami i polami tréjkatéw o podstawach zawierajacych sie w AB.

Mamy zatem
AF  Papc  Paro

FB ~ Prpc  Psro

Prowadzi to do réwnoéci
AF  Parc — Paro _ Paco

FB ~ Prpc—Pgro Psco’

Analogicznie otrzymujemy

BD  Ppao

DC ~ Pcao
oraz

CFE . Pepo

EA " Papo’

7 trzech powyzszych réwnosci mamy:

AF BD CE _ Paco Ppao Peso _ |
FB DC EA Pgco Poao Papo

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia Cevy prawdziwe jest wtedy i tylko wtedy, gdy proste AD, BE, CF

nie sa rownolegtle.

7.3.2 Zadania

OL W3.1
Udowodni¢ (korzystajac z powyzszej teorii), ze w dowolnym tréjkacie w jednym punkcie przecinaja

sie:
(a) wysokosci;
(b) $rodkowe;

(¢) dwusieczne.

OL W3.2
Udowodni¢ twierdzenie Cevy za pomoca twierdzenia Menelaosa.
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OL W3.3
W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem boku AB, punkt E lezy na boku BC' tak, ze BE = 2EC,
a katy ADC i BAE sa réwne. Wyznaczy¢ miare kata BAC.

OL W3.4
Na przeciwprostokatnej AC trojkata prostokatnego ABC obrano punkt D taki, ze AB = C'D. Udo-
wodnij, ze w trojkacie ABD dwusieczna kata A, sSrodkowa wychodzaca z wierzchotka B i wysokosé
poprowadzona z wierzchotka D przecinaja sie w jednym punkcie.

OL W3.5

Na bokach BC,CAi AB tréjkata ABC wybrano punkty A;, By, Cy takie, ze odcinki AA,, BBy, CC}
przecinaja sie w jednym punkcie. Proste A1 B; 1 A;C; przecinaja prosta réwnoleglta do BC prze-
chodzaca przez A w punktach X 1 Y. Wykazaé, ze AX = AY.

OL W3.6

Dane sa trzy okregi: 01, 02,03 o Srodkach odpowiednio O1, 05, 03. Wspdlne styczne wewnetrzne
okregdw 09 1 03 przecinaja sie w punkcie Py, okregdéw o3 i 01 w punkcie Ps, okregdéw o1 i oo w punkcie
Ps3. Udowodnij, ze proste O1P;, Os Ps, O3 P35 przecinaja sie w jednym punkcie.

OL W3.7
W czworokacie wypuklym ABC D przekatne przecinaja sie w punkcie E, a przedluzenia bokéw AD
i BC w F. Udowodnij, ze érodki odcinkéw AB,CD, E'F leza na jednej prostej.

7.4 Pochodne wielomianow

7.4.1 Teoria
Definicje

Definicja (Pochodna wielomianu.) Pochodng wielomianu f(z) = anz™ + an_12" "1+ ... + agz? +
arx + ag nazywamy wielomian f'(x) postaci

fl@)=an-n-2" ' dan1-(n—1)-2"2+.. . +ay-2-24+a;-1

Wszystkie rozwazane ponizej wielomiany maja wspélczynniki rzeczywiste, aczkolwiek to zalozenie nie
jest zawsze potrzebne.

Niech f(z), g(x) beda dowolnymi wielomianami, a ¢ liczba.

Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci pochodne;j:

1 (cf(2)) = cf' (@),

2 (f(@) +g(x)) = f'(z) + ¢'(2),

3 f'(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f jest wielomianem stalym.

Pochodna ma jeszcze jedna wlasnod¢, bardzo ulatwiajaca liczenie:
(f(x) - g())" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

SZKIC DOWODU WELASNOSCI
Jezeli f(x) = apz™ i g(x) = bypa™ to

() = apna™ Y, ¢ (x) = bpma™t,  (f(x)g(x)) = (anbmaj"“”)' = apbp(n 4+ m)az" T =

)9(x) + f(x)g' (x).
() + g'(x). u

n+m—1 n—lb

anbmnz™ T 4, byyma = apnx mZ + anx" by, mx T =

f'(@
Ogolny przypadek sprowadza si¢ do tego przez korzystanie z (f(x) + g(x)) = f’

Przyktad:

(z+1) (22 —2+1)+32) = (z+1)' (2 =2+ 1)+ (z+ 1) (2?2 —2+1)+3 =2 —z+1+(2+1)(2r—-1)+3 =
322 + 3. Albo inaczej:

(+1)(2?—2+1)+3z=2%+3z+1wiec (z+1)(2? —2+1)+3z) = (23 +3z+1) =322+ 3.
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Pierwiastki

Definicja Mowimy, ze liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f(x) jezeli f(z) = (x—a)*g(x)
dla pewnego wielomianu g(x).
Ta definicja ma sens tylko jesli k > 0 i tylko dla k > 0 definiujemy pierwiastek k-krotny.

“Zwykte” pierwiastki wielomianu to dokladnie 1-krotne pierwiastki. Mowi o tym tw. Bézout.

Lemat Niech k > 2.
Wielomian W (x) ma pierwiastek k-krotny a wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) = 0 i W'(z) ma pierwiastek
k —1 krotny a.

Dowop.

=

Wielomian W (x) mozemy przedstawi¢ w postaci W (z) = (x — a)* - V(z). Oczywiste jest wiec, ze
W(a) = 0.

Obliczam W':

W(2) = ((z - a)* - V(2)) = (2 = a)")V(2) + (z - a)"V'(z) =

(k(z = a)* YV (@) + (2 = a)*'V'(2) = (z = )" (kV(2) + (2 — a)V'(2))

Tak wiec W' ma pierwiastek k — 1 krotny a.

=

Niech W'(z) = (v — a)*~1S(x).

Zatézmy, ze W(z) = (v — a)'V(x) i V(x) nie jest podzielne przez = — a, innymi stowy V(a) # 0.
Wiemy, ze [ > 1, chcemy wykazaé | > k.

Zalézmy przeciwnie: [ < k.

(x —a) 7 1S(z) = W'(2) = ((z — 0)") V(2) + (2 — a)'V'(z) =
Iz — @)~ V(@) + (- a)V'(2) = (x—a
(x —a)*!S(z) =1V (z) +
(a—a)k='S(a) =1V (a) + (a — a)V'(z

T
—
=
—
&
+
—
8
\
S
~—
X
—
8
~
~—

Doszlismy do sprzecznodci. [ |

Lemat (O maksimum wielomianu) Jezeli xg jest takie, ze dla x dostatecznie bliskich xo (tzn. dla
x lezgeych w pewnym ustalonym przedziale otwartym zawierajacym xo) zachodzi W(x) < W(xo) to
WI(LL‘U) =0.

Dowob.

Niestety dowdd musi byé nieco formalny, Zeby precyzyjnie ujoé “dla x leZgcych w pewnym przedziale
otwartym zawierajgcym xo”.

Niech M := W (). Rozwazmy wielomian

P(x9) = W(xp) — M = 0. Z twierdzenia Bezout wynika, ze P(x) = (x — x9)Q(z).

Bedziemy starali sie¢ wykazaé, ze Q(zo) = 0.

Zalézmy, ze przedzial z zadania to (zg — a,zo + a) tzn. ze dla x € (xg — a,z0 + a) zachodzi W (x) <
W(.’L‘())

Nieréwnosé W(x) < W(xg) jest réwnowazna P(z) < P(xg) = 0, czyli
(x — 20)Q(x) <0

Dla z € (zo — a,x¢) jest x — zp < 0, a wiec Q(z) < 0.
Dla x € (xg,x0 + a) zachodzi natomiast © — ¢ > 0 a wiec Q(x) > 0.

o4



Stad wnioskujemy (jako ze wielomian jest funkcja ciagla), ze Q(xg) = 0, z twierdzenia Bézout Q(z) =
(x — x0)R(z).

Podstawiajac: P(x) = (z — 10)Q(x) = (z — x9)?>R(z). Wielomian P(z) ma pierwiastek dwukrotny w
To, zatem z poprzedniego lematu jego pochodna ma pierwiastek w zq:

Pl(xo) =0

Ale Pl(x) = (W(x) = M) =W'(z) — (M) = W'(x), wiegc W (zg) = 0. |

Lemat (O minimum wielomianu) Jezeli xy jest takie, ze dla x dostatecznie bliskich xo (tzn. dla
x lezgeych w pewnym ustalonym przedziale otwartym zawierajgcym o) zachodzi W(x) = W(xg), to
W' (zo) = 0.

DowoD.
Wystarczy zastosowaé powyzszy lemat o maksimum wielomianu do wielomianu —W (). |

7.4.2 Zadania

OL W4.1
Niech f(z) = 2™ — ma" ! + maz — 1, gdzie n,m (n > 3) s liczbami naturalnymi. Wyznacz takie
wartoéci m i n, aby wielomian f(z) byt podzielny przez (z — 1)2.

OL W4.2
Wykaz, ze dla zadnego n = 1,2, ... wielomian
_ r oz z"
nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.

OL W4.3
Wielomian P(z) = a,2"™ + a,_12" ! + ...+ ag spelia warunki

P(1)=0oraz P(z) >0dlaxz €R
Udowodnij, ze a,, + 2ap,—1+ ...+ (n+ 1)ag = 0.

OL W4.4
Wielomiany P(x) = 2" +a,_12" 1. .. +ag oraz Q(x) = 2™ +b,_12™ 1 +.. .+ bg spelniaja warunek

P(x)* = (2* = 1)Q(2)* + 1

Udowodnij, ze

P'(z) = nQ(z)

OL W4.5

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba n™~!

— 1 jest podzielna przez (n — 1)%.

OL W4.6

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba n™ — n? 4+ n — 1 dzieli si¢ przez (n — 1)
OL W4.7

Uzasadnij, ze jezeli 1 < z3 < x3... < xp sa pierwiastkami wielomianu W(x), to w kazdym

przedziale (by¢ moze bedacym punktem) [z;,x,;11] lezy pierwiastek W'(z), wzmacniajac teze wy-
wnioskuj, ze jezeli W ma n pierwiastkéw, to jego pochodna ma n — 1.
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8.1. e-cOTOCZKI ROZDZIAE 8. WSKAZOWKI DO WYKEADOW

Rozdziat 8

Wskazowki do
wyktadow

Yl PROSERWY 2010

<« 0b0z informatyczno - matematyczny

8.1 e-otoczki

Wskazéwka OL W1.1

Rozwaz 1/2-otoczki odcinkéw. Nie mieszcza sie one w 1/2-otoczce kwadratu (policz!).
Wskazéwka OL W1.2

Rozwaz dla kazdego okregu o o promieniu r 2r-otoczke. Udowodnij, ze jezeli inny okrag o promieniu
nie wigkszym niz r wystaje poza te otoczke, to jest roztaczny z o.

Wybieraj okregi zaczynajac od tego o najwiekszym promieniu.
Wskazéwka OL W1.3

Przenies w przestrzen rozumowanie z zadania o kwadracie i okregach.
Wskazéowka OL W1.4

Rozwazmy dowolny kwadrat K. Obszar, na ktérym leza $rodki okregéw (o promieniu 1) przecinaja-
cych K to l-otoczka K — ma ona pole 5 + 7.

Rozwazmy kwadrat o boku 13 umieszczony centralnie w duzym kwadracie. Ma on pole 132 > 20(5+7),
wiec istnieje w nim punkt nielezacy w zadnej e-otoczce.
Wskazéwka OL W1.5

Dla kazdego X rozwaz okrag o promieniu % i sSrodku w srodku X. Udowodnij, ze jezeli dwa takie
okregi przecinaja sie, to X-y réwniez.
Wskazéwka OL W1.6

Rozwaz kota jednostkowe S7,Ss,...,S5, o érodkach w A;, Ao, ..., A,. Skoro odleglosci sa wieksze niz
2, to kola Sy, S9,...,.5, sa roztaczne.

Rozwaz teraz Sy N F,SoNF,..., S, NF. Te figury sa takze rozlaczne, zatem suma ich p6l wynosi
nie wiecej niz | F| < 7.

Zaznacz dowolny punkt O, koto jednostkowe o o srodku w O i dowolny punkt B lezacy wewnatrz
0. Zauwaz, ze w figurze F + BO lezy punkt A; wtedy i tylko wtedy gdy A; + OB lezy w S; N F (zr6b
rysunek!), czyli gdy B lezy w S; N F + m

Figury S; N JF + m, SoNF + m, ey SN F + m leza w o 1 maja laczne pole mniejsze niz 7.
Zatem w o istnieje punkt By nielezacy w zadnej z tych figur. Wektor ByO jest szukanym wektorem.
Wskazéwka OL W1.7

Rozwazmy punkty lezace na obwodzie szachownicy i polaczmy kolejne odcinkami. Kazda z prostych
moze przecinaé¢ najwyzej dwa z tych odcinkéw, a odcinkéw jest 28 > 2 - 13.

8.2 Ciagi jednomonotoniczne
Wskazéwka OL W2.1
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Po ewentualnej zamianie zmiennych mozna zatozyé, ze a > b, wiec ciagi (a, b) i (a?,b?) sa niemalejace:
b b

Wskazéwka OL W2.2

a b a b
11 2| L L
Vo Va va Vb
Wskazéwka OL W2.3 ) , )
b
Nieréwnosé jest symetryczna (sprawdz!), wiec mozna zalozyé a < b < ¢. Wtedy { al 1 Cl J >
b+c atc a+tb
a® b2 c? a? b? c? a? b? c?
[ 1 1 1 J oraz [ 1 1 1 J = [ 1 1 1 J Lacznie
atc  bta  ctb b+c atc a+b at+b  bt+c cta
2 b2 2 2002 2o 2 .2
7] LA AR, A A L e T
b+c a+c a+b a+b b+c c+a
Wskazéwka OL W2.4
a b ¢ a b ¢ a b ¢
2 22 e 2 2] @ a2
Wskazéwka OL W2.5
Rozwazmy n réznych permutacji ciagéw (ai,as,...,a,) i (b1,...,b,) 1 zsumujmy n nieréwnosci.
Wskazéwka OL W2.6
Aby udowodnié pierwsza czes$é nieréwnoscl, rozwazmy n ciagéw o wyrazach (/ay, /as, ..., W/an).

Wtedy w twierdzeniu lewa strona nieréwnosci wynosi a1 + ...+ a,. Trzeba tak ustawi¢ permutacje, zeby
otrzymac z prawej strony n/aias ... ay.

Do dowodu drugiej nieréwnosci stosujemy nieréwno$¢ Czebyszewa z obydwoma ciggami réwnymi
(alv RS an)‘
Wskazéwka OL W2.7

Ze wzgledu na symetrycznoéé zakladamy a < b < c. Rozwazmy ciagi (a2, %, ¢?), (a?,b%,¢?), (a3,b3,c¢?).

Wskazéwka OL W2.8
Zalézmy a < b < ¢. Najpierw stosujemy nieréwnosé¢ Czebyszewa, aby otrzymad
b+c c+a a+b_1

1 1 1
7 + 7 + e 23(b+c+c+a+a+b)<\/a+\/g+ﬁ>.

Pozostaje uzasadnié¢, ze ostatni nawias przyjmuje wartosci nie mniejsze niz 3. Mozna tutaj stosowad
nieréwnosé¢ pomiedzy $rednimi potegowymi lub klasyczne nieréwnosci pomiedzy srednimi.

8.3 Menelaos i Ceva

Wskazéwka OL W3.1
We wszystkich trzech przypadkach korzystamy oczywiscie z twierdzenia Cevy.

(a) Nalezy znalezé tréjkaty podobne, zapisaé¢ odpowiednie proporcje i wyciagnaé¢ wnioski.
(b) Wystarczy zauwazy¢, jak srodkowe dziela boki.

(¢) Trzeba trzykrotnie skorzystaé z twierdzenia o dwusiecznej.
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Wskazéwka OL W3.2

Wystarczy zapisaé twierdzenie Menelaosa dla dwdch sasiednich tréjkatéw (dopelniajacych sie do du-
zego trojkata).
Wskazéwka OL W3.3

Z twierdzenia Menelaosa dla trojkata DBC wynika, ze DK = KC. To juz wystarczy do wyznaczenia
miary kata.
Wskazéwka OL W3.4

Trzeba skorzystaé z twierdzenia o dwusiecznej i twierdzenia Talesa (skoro wysoko$é poprowadzona
z D jest réwnolegla do BC'), a otrzymane zalezno$ci sprowadzi¢ do twierdzenia Cevy.
Wskazéwka OL W3.5

Nalezy skorzysta¢ z tréjkatéw podobnych (katy wierzchotkowe przy By i Cy) oraz twierdzenia Cevy
dla tréjkata ABC.
Wskazéwka OL W3.6

Wystarczy znalezé pary trojkatow podobnych i zapisa¢ proporcje, korzystajac na przyktad z dlugosci
promieni. taczac wszystkie zaleznosci, otrzymujemy zalozenie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Cevy.
Wskazéwka OL W3.7

Warto zastosowaé jednokladnosé o srodku w srodku ciezkosci trojkata BDF' i skali —% oraz przedtuzyé
bok réwnolegly do DB az do przeciecia z CD. Mozemy zauwazy¢, ze stosunki bokéw z twierdzenia
Menelaosa dla tréjkata BDF réwne sa stosunkom bokéw z nowo otrzymanego trojkata.

8.4 Pochodne wielomianéw

Wskazowka OL W4.1

Podzielno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(1) = 01 f'(1) = 0. Otrzymujemy réwnanie, ktére
zwija sie do (m —1)(n —2) = 2.
Wskazowka OL W4.2

Jezeli Q(x) ma pierwiastek wielokrotny a, to @(a) =01 Q'(a) =0, wiec Q(a) — Q'(a) = %4 = 0.
Wskazéowka OL W4.3

Z lematu o minimum wielomianu P’(1) = 0.

Stad 0 = (n+ 1)P(1) — P/(1), a to jest teza.
Wskazowka OL W4.4

Po pierwsze m =n — 1.

Zauwazmy, ze P(x) 1 Q(x) nie maja wspdlnych dzielnikéw tj. nie istnieje wielomian A(x) inny niz +1
taki, ze A(z)|P(x) i A(x)|Q(z).

Zaiste dowolny wielomian A(x) dzielacy P(x) i Q(z) dzieli takze P(x)? — (22 — 1)Q%*(z) = 1, wiec
musi by¢ réwny +1.

Bierzemy pochodna obu stron réwnania:

2P(z)P'(x) = Q(x) - (pewienwielomian)

Skoro P(z) i Q(x) nie maja wspélnych dzielnikéw, to Q(x)|2P’(x), z poréwnania stopni P’ (x) = rQ(z),
gdzie r jest liczba rzeczywista.

Z drugiej strony wspélezynnik przy najwyzszym stopniu P’(z) wynosi n, wiec P'(x) = nQ(z).
Wskazowka OL W4.5

Rozwazmy wielomian 2"~1 — 1 = (z — 1)Q(x). Chcemy n — 1|Q(n).

Liczymy pochodna: (n—1)2" 2 = (z—1)Q’'(x) — Q(z). Podstawiajac z = n otrzymujemy n—1|Q(n).
Wskazéwka OL W4.6

Najprodciej skorzystaé z poprzedniego zadania: n" = n mod (n — 1)2, wiec n® —n? +n — 1 =
—n?+2n—1=—(n—1?=0 mod (n—1)2
Wskazéwka OL W4.7

Do rozwazenia sa dwa przypadki: z; = x;41 oraz x; # x;y1. W pierwszym przypadku zastosuj
lemat o pierwiastkach wielokrotnych, a w drugim uzasadnij, ze wielomian W musi mie¢ minimum lub
maksimum (w sensie lematu o maksimum) na przedziale (z;,;41).
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