Klasyfikacja tr6jek

Pitagorejskich

Lemat 1.1 Jezeli liczby catkowite a,b, c spetniajg
a’+ v =c?
to co majmniej jedna z liczb a,b jest parzysta.
Dowdd:
Lemat 1.2 Jezeli liczby a,b,w,n sq¢ catkowite dodatnie, NW D(a,b) = 1 oraz
n

ab=w

to a,b sqg n-tymi potegami liczb catkowitych, innymi stowy istniejg takie t,u catkowite dodatnie, Ze

Dowdd:

Twierdzenie 1.3 Liczby catkowite dodatnie a,b,c wzglednie pierwsze spetniajg réownanie
a+ 02 =¢?

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq takie m > n catkowite dodatnie, Ze

a=m?—n? b=2mn, c=m?+n?

lub

2

a=2mn, b=m?—n? c=m?+n?

1. < Po pierwsze, jezeli m,n z tresci zadania istnieja to a, b, ¢ sa catkowite dodatnie i zachodzi
a® +0% = (m? —n?)? + (2mn)? = m* —2m*n? + n* +4m?n? = m* +2m?*n? 40t = (m? +n?)? = &2
To koniczy dowod implikacji w lewo .

2. =. Zalézmy, 7e a,b,c € Z spetiaja a® + b? = 2.

3. Liczby a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze , a wiec dowolne 2 z liczb a, b, ¢ sa réwniez wzglednie pierwsze.
Faktycznie, zalézmy NW D(a,b) > 1. Istnieje wtedy liczba pierwsza p, taka, ze

p|NW D(a,b)
czyli pla i p|b, a wiec pla®+b® = 2, a skoro p jest pierwsza, to p|cip|NW D(a,b,c) = 1. Sprzecznosé.

4. Skoro a,b sa wzglednie pierwsze, to przynajmniej jedna z nich jest nieparzysta. Z lematu wynika
natomiast, ze jedna z liczb a,b musi by¢ parzysta. Zalozmy, ze 2 fa .
Zauwazmy, ze 2 fa i 2|b, wiec 2 fc , czyli

2lc—ai2ct+a



Istnieja wiec k,! catkowite ¢ — a = 2k, ¢+ a = 2.
Jest
b> = (c—a)(c+a) = 4kl

Skoro 2|b to mozemy podstawi¢ b = 2b', gdzie b’ € Z:
b2 =kl

Mamy NWD(k,l) = sNWD(c—a,c+a) = sNWD(c+a,2a) = 12 =1.
Z lematu wiemy wiec, ze dla pewnych n,m jest
E=n?il=m?
Jest wiec
b% = 4kl = 4m*n? stad b = 2mn
2a = (c+a) — (c — a) = 2m? — 2n? stad a = m? — n?
2¢c = (c+a) + (c — a) = 2m? 4 2n? stad ¢ = m? + n?

2

Oczywiscie m > n, gdyz 0 < a = m? — n?. Dowod = jest wiec zakonczony.

. Podany dowdd klasyfikuje w zasadzie wszystkie trojki pitagorejskie, gdyz kazda taka trojka powstaje
przez pomnozenie trojki pitagorejskiej ztozonej z liczb wzglednie pierwszych przez jaki§ mnoznik.

. Proba podsumowania - dlaczego wtasnie tak dowodzilismy?

Ponizsze rozumowanie NIE ma nic wspoélnego z dowodzeniem, jest to tylko spekulacja, ktora przekué
mozna w dowod. Jezeli teza jest prawdziwa, to z tezy mozemy wyliczyé¢ 2m? = a+ci2n? =a —c,
pozostaje wiec udowodnié, ze utamki CJFT“, 5% sa catkowite i sa kwadratami liczb catkowitych. Tak
wlasnie przebiega dowdd.



