
Klasy�kacja trójek

Pitagorejskich

Lemat 1.1 Je»eli liczby caªkowite a, b, c speªniaj¡

a2 + b2 = c2

to co najmniej jedna z liczb a, b jest parzysta.

Dowód:

Lemat 1.2 Je»eli liczby a, b, w, n s¡ caªkowite dodatnie, NWD(a, b) = 1 oraz

ab = wn

to a, b s¡ n-tymi pot¦gami liczb caªkowitych, innymi sªowy istniej¡ takie t, u caªkowite dodatnie, »e

a = tn, b = un

Dowód:

Twierdzenie 1.3 Liczby caªkowite dodatnie a, b, c wzgl¦dnie pierwsze speªniaj¡ równanie

a2 + b2 = c2

wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ takie m > n caªkowite dodatnie, »e

a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2

lub

a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2

1. ⇐ Po pierwsze, je»eli m, n z tre±ci zadania istniej¡ to a, b, c s¡ caªkowite dodatnie i zachodzi

a2 + b2 = (m2−n2)2 +(2mn)2 = m4− 2m2n2 +n4 +4m2n2 = m4 +2m2n2 +n4 = (m2 +n2)2 = c2

To ko«czy dowód implikacji w lewo .

2. ⇒. Zaªó»my, »e a, b, c ∈ Z+ speªniaj¡ a2 + b2 = c2.

3. Liczby a, b, c s¡ wzgl¦dnie pierwsze , a wi¦c dowolne 2 z liczb a, b, c s¡ równie» wzgl¦dnie pierwsze.

Faktycznie, zaªó»my NWD(a, b) > 1. Istnieje wtedy liczba pierwsza p, taka, »e

p|NWD(a, b)

czyli p|a i p|b, a wi¦c p|a2+b2 = c2, a skoro p jest pierwsza, to p|c i p|NWD(a, b, c) = 1. Sprzeczno±¢.

4. Skoro a, b s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to przynajmniej jedna z nich jest nieparzysta. Z lematu wynika

natomiast, »e jedna z liczb a, b musi by¢ parzysta. Zaªó»my, »e 2 6 |a .

Zauwa»my, »e 2 6 |a i 2|b, wi¦c 2 6 |c , czyli

2|c− a i 2|c + a



Istniej¡ wi¦c k, l caªkowite c− a = 2k, c + a = 2l.
Jest

b2 = (c− a)(c + a) = 4kl

Skoro 2|b to mo»emy podstawi¢ b = 2b′, gdzie b′ ∈ Z:

b′2 = kl

Mamy NWD(k, l) = 1
2NWD(c− a, c + a) = 1

2NWD(c + a, 2a) = 1
22 = 1.

Z lematu wiemy wi¦c, »e dla pewnych n, m jest

k = n2 i l = m2

Jest wi¦c

b2 = 4kl = 4m2n2 st¡d b = 2mn

2a = (c + a)− (c− a) = 2m2 − 2n2 st¡d a = m2 − n2

2c = (c + a) + (c− a) = 2m2 + 2n2 st¡d c = m2 + n2

Oczywi±cie m > n, gdy» 0 < a = m2 − n2. Dowód ⇒ jest wi¦c zako«czony.

5. Podany dowód klasy�kuje w zasadzie wszystkie trójki pitagorejskie, gdy» ka»da taka trójka powstaje

przez pomno»enie trójki pitagorejskiej zªo»onej z liczb wzgl¦dnie pierwszych przez jaki± mno»nik.

6. Próba podsumowania - dlaczego wªa±nie tak dowodzili±my?

Poni»sze rozumowanie NIE ma nic wspólnego z dowodzeniem, jest to tylko spekulacja, któr¡ przeku¢

mo»na w dowód. Je»eli teza jest prawdziwa, to z tezy mo»emy wyliczy¢ 2m2 = a + c i 2n2 = a− c,
pozostaje wi¦c udowodni¢, »e uªamki c+a

2 , c−a
2 s¡ caªkowite i s¡ kwadratami liczb caªkowitych. Tak

wªa±nie przebiega dowód.


