
PROSERWY - mecz

matematyczny

1. Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ abc = 1. Udowodnij, »e
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2. Udowodnij, »e dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi
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3. W k¡t o wierzchoªku X wpisano okr¦gi o1, o2. Okr¡g s jest styczny zewn¦trznie do o1 w A i do o2

w B. Udowodni¢, »e punkty A, B,X s¡ wspóªliniowe. Czy zaªo»enie, »e s jest styczny zewn¦trznie

jest potrzebne?

4. Okr¡g o ±rodku w O zostaª podzielony przez n > 2 ±rednic na 2n przystaj¡cych fragmentów.

Pokaza¢, »e rzuty dowolnego punktu M 6= O nale»¡cego do wn¦trza okr¦gu na te ±rednice s¡

wierzchoªkami n k¡ta foremnego.

5. Ka»dy punkt pªaszczyzny jest pokolorowany jednym z dwóch kolorów. Udowodni¢, »e istnieje

trójk¡t równoboczny, którego wierzchoªki s¡ jednego koloru.

6. 2009 uczestników obozu naukowego stoi w serwerowni. Odlegªo±ci pomi¦dzy ka»dymi dwoma z nich

s¡ ró»ne. Ka»dy z nich ma jedn¡ piªk¦. Jednocze±nie rzucaj¡ oni piªki, ka»dy najbli»ej stoj¡cemu

uczestnikowi. Udowodni¢, »e »aden uczestnik nie dostanie wi¦cej ni» 5 piªek.

7. Mamy dan¡ tablic¦ n× n, której ka»de pole jest pokolorowane. Wiadomo, »e »adne dwa rz¦dy nie

s¡ pokolorowane jednakowo. Udowodni¢, »e mo»na wykre±li¢ pewn¡ kolumn¦ tak, »e nadal »adne

dwa rz¦dy nie b¦d¡ pokolorowane jednakowo.

8. Niech M b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ parzyst¡, a0, a1, a2, . . . , aM−1 b¦d¡ liczbami caªkowitymi daj¡cymi

parami ró»ne reszty z dzielenia przez M , a ci = ai + i dla i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1. Udowodnij, »e

istniej¡ takie i 6= j caªkowite, »e ci ≡ cj mod M .

9. Wielomian anxn + an−1x
n−1 + · · · + a0 jest taki, »e ai ∈ {−1, 1}. Udowodni¢, »e nie ma on

pierwiatków zawartych w (−∞,−2] ∪ [2,∞).

10. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ nieparzyst¡. Niech
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gdzie k, l s¡ caªkowite. Udowodni¢, »e p|k.


