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1 Wstep

W dniach 20 — 26 wrze$nia 2009 roku odbyl sie ob6z matematyczno-informatyczny I Liceum Ogoélno-
ksztalcacego w Bialystoku im. Adama Mickiewicza. Ponizej prezentujemy zadania oraz wyktady z tego
obozu. Zadania sa w wiekszo$ci wziete z ogélnodostepnych zZrédel, wymienionych na konicu. Wyktady, z
jednym zaznaczonym wyjatkiem, sa autorstwa oséb bedacych w kadrze obozu.



2.1

10.
11.

12.

13.

14.

15.

Zawody indywidualne

Grupa poczatkujaca

. O podloge i prostopadla do niej Sciane stoi oparta drabina. No6zki drabiny przesuwaja sie po

podtodze (bez poslizgu) prostopadle do §ciany i drabina obsuwa sie. Na $rodku drabiny siedzi
kotek (ktorego traktujemy jako punkt). Udowodni¢, ze w miare opadania drabiny kotek zakresli w
przestrzeni tuk okregu.

. Udowodnij, ze jezeli liczba calkowita dodatnia n ma nieparzysta ilosé¢ dzielnikow (catkowitych do-

datnich), to jest kwadratem liczby catkowitej dodatnie;j.

. W kole o promieniu 10 wybrano 99 punktéw. Udowodnij, ze wewnatrz kota istnieje punkt odlegly

od kazdego z wybranych punktéw o wiecej niz 1.

. Udowodnié, ze trojkat jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy $rodek okregu opisanego na tym

trojkacie lezy wewnatrz trojkata.

. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby naturalnej n. Obliczyé¢ S(S(S(20062°9%))).

. 2009 uczestnikoéw obozu naukowego stoi w serwerowni. Odleglosci pomiedzy kazdymi dwoma z nich

sa rozne. Kazdy z nich ma jedna pitke. Jednoczesnie rzucaja oni pitki, kazdy najblizej stojacemu
uczestnikowi. Udowodnié¢, ze pewien uczestnik nie dostanie pitki.

. Niech ABCD bedzie prostokatem, a punkt P bedzie dowolny (lezacy w plaszczyznie ABCD).

Udowodni¢, ze
AP? + CP?=BP?+ DP?

. Funkcja f : R — R przyjmuje stale wartosci nieujemne. Ponadto zachodzi

fle+y) =z fo)+ fy)

dla wszystkich z,y € R.
Udowodni¢, ze f(x) =0 dla wszystkich z € R.

. Szeician S o krawedzi 2 jest zbudowany z o§miu sze$ciandéw jednostkowych. Klockiem nazwiemy

bryle otrzymana przez usuniecie z sze$cianu S jednego sposréd oSmiu szescianéw jednostkowych.
Szescian T o krawedzi 2" jest zbudowany z (2")? sze§cianéw jednostkowych. Udowodnié¢, ze po
usunieciu z sze$cianu T dowolnego sposrod (27)? sze§cianéw jednostkowych powstaje bryta, ktora
daje sie szczelnie wypetnié¢ klockami.

Wyznaczyé wszystkie liczby pierwsze p, takie, ze réwniez liczby p 4 2 i p? + 2p + 4 sg pierwsze.

Na ptaszczyznie ustalono dowolnie punkt A i okrag o. Nastepnie wybrano punkt B lezacy na okregu
o i punkt C taki, ze BC jest rednica o. Udowodnié, ze liczba |AB|? + | AC|? nie zalezy od wyboru
punktu B.

Niech ABCD bedzie rownolegtobokiem, ) bedzie §rodkiem odcinka AD, za§ F' bedzie rzutem B
na CQ. Udowodnié, ze
|AB| = |AF|

Karol i Ola, znudzeni wyktadami Yogiego, poszli do sadu. Zebrali n czerwonych i m zielonych jabtek.
Oczywiscie czerwonych bylo wiecej, gdyz kazdy wie, ze sg lepsze. Pani Bujnowska piecze z nich
ciasto takie, ze :* jedno jablko starcza tylko na jeden kawalek. Karol jest wielkim takomczuchem,
jednak nie lubi zielonych jabtek. Chce wiec zjesé tyle kawatkow, zeby mie¢ pewno$é, ze co najmniej
potowa z nich bedzie zrobiona z czerwonych jabtek, ale nie chce sie przejesé (zje minimalng liczbe
kawaltkow spelniajaca jego wymagania). Ile kawalkow ciasta zostanie dla Oli?

* Jeden kawalek zawiera doktadnie 1 cale jablko, albo zielone albo czerwone.

W trojkacie ABC, w ktorym |AC| = |BC|, kat przy podstawie ma miare 75°. Udowodnij, ze
podstawa trojkata ma dlugosé réwng dlugosci promienia okregu opisanego na ABC.

Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja a + b + ¢ = 1. Udowodnij, ze
ab + be + ca > 9abe



2.2

1.

Grupa olimpijska
Liczby dodatnie a, b, ¢, d spetniaja abcd = 1. Udowodnié, ze
A4+ 4+ +d®+ab+ ac+ ad+ be+bd + ed > 10

. Rozstrzygnaé, czy istnieje czworoscian, ktérego wszystkie Sciany sa przystajace, ale nie jest on

foremny.
Udowodnij, ze:

(a) Istnieje takie n € N, ze wérod liczb {n,n+ 1,n+2,...,n+ 2009} nie ma liczby pierwszej,

(b) Istnieje takie n € N, ze wsrod liczb {n,n + 1,n 4+ 2,...,n + 2009} jest dokladnie 10 liczb
pierwszych.

Dane sa liczby aq,as, ..., a, takie, ze a; € {1,—1} dlai=1,2,...,n. Ponadto wiemy, ze
aias +asaz + -+ an_16, + ana =0
Udowodnié¢, ze n jest podzielne przez 4.

Niech O, Oy beda okregami przecinajacymi sie w dwéch réznych puntkach M, N. Niech styczne
do okregow O1,02 w M przecinaja O w B, O; w A odpowiednio. Niech AN przecina Os w C,
za§ BN przecina O; w D. Udowodnié, ze

|AC| = |BD|

Danych mamy ciag 101 liczb rzeczywistych. Udowodnié, ze mozna z niego wyja¢ 11-wyrazowy
podciag niemalejacy, lub 11-wyrazowy podciag nierosnacy.

Zadania z czwartku

7.

Rozpatrujemy wszystkie trapezy ABC D, o podstawach AB i C'D, dla ktérych
|AC| =1, |BD|= /3 oraz ZABD = 30°

Wyznacz najmniejsza mozliwg sume dlugosci podstaw tego trapezu.

. Wyznaczy¢ najwiekszy mozliwy iloczyn liczb catkowitych dodatnich o sumie réwnej 2009.

. Baran i Kaczor graja w nastepujaca gre. Na poczatku na tablicy napisana jest liczba calkowita

dodatnia n. W jednym ruchu gracz odejmuje od w napisanej w danym momencie na tablicy liczby
jej dzielnik bedacy jedynka, liczba pierwsza, lub iloczynem dwoch (niekoniecznie roznych) liczb
pierwszych i wynikiem odejmowania zastepuje wcze$niejsza liczbe. Pierwszy ruch wykonuje Baran,
a nastepnie gracze wykonuja ruchy na przemian. Wygrywa gracz, ktéry napisze na tablicy liczbe 0.
Rozstrzygnaé, dla jakich liczb n Baran moze zapewni¢ sobie wygrana, niezaleznie od ruchéw Kozta.

Zadania trudniejsze dla poczatkujacych (fregaty)

1. Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze

a?+b+1>ab+a+bd

. Trojkat ANABC jest wpisany w okrag o. Niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w AABC, a

D bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata ZBAC z o innym niz A. Udowodnié, ze D jest
srodkiem okregu opisanego na ABCI.

. Tle jest roznych tablic m x n wypelnionych liczbami ze zbioru {1,—1} w taki sposob, ze iloczyn

liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu wynosi —17

. W tréjkat ABC wpisano okrag, tak, ze jest on styczny do boku AB w punkcie D. Udowodnié, ze

okregi wpisane w trojkaty ADC i BDC maja punkt wspolny.



2.4

Zadania trudniejsze dla olimpijczykéw (pancerniki)

. Na obozie naukowym w Serwach uczestnicy rozwigzywaé¢ beda 2008 zadan. Na obéz ten komple-

towana jest kadra. Powiemy, ze osoba A jest niegtupsza od osoby B, jezeli A potrafi rozwigzac
wszystkie te zadania, ktére potrafi rozwigza¢ B. Powiemy, ze osoba C' jest w kadrze zbedna, jezeli
istnieje w kadrze inna osoba, ktora jest niegtupsza od C. Z ilu maksymalnie os6b moze skladaé sie
kadra, jezeli wiadomo, ze nie zawiera ona zbednych oséb?

. Pokazaé, ze jezeli z,y, z sa liczbami dodatnimi, to zachodzi:

\/y+z+\/:c+z+\/m+y> 3v6
T Y z TV ty+z

. Okrag o srodku w I jest wpisany w trojkat AABC' i jest styczny do AB, BC,CA w L, N, K odpo-

wiednio. Punkt M jest §rodkiem odcinka AC, zas punkt D lezy na przecieciu KIi LN. Udowodnié,
ze punkty B, D, M sa wspoélliniowe.

. Wykazaé, ze jezeli a > 3 jest liczba calkowita nieparzysta, to dla dowolnej liczby naturalnej n,

liczba
a®? =1

ma co przynajmniej n + 1 réznych dzielnikéw pierwszych.

Mecz matematyczny

. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja abc = 1. Udowodnij, ze

a

b ¢
+-+-2>a+b+c
b ¢ a

. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi

a b c 3a%+b% + 2
+ + <c
b+c a+c a+b~ 2ab+bc+ca

. W kat o wierzchotku X wpisano okregi o1, 02. Okrag s jest styczny zewnetrznie do o4 w A i do o9

w B. Udowodni¢, ze punkty A, B, X sa wspélliniowe.

. Okrag o $rodku w O zostal podzielony przez n > 2 §$rednic na 2n przystajacych fragmentéw.

Pokaza¢, ze rzuty dowolnego punktu M # O nalezacego do wnetrza okregu na te Srednice sa
wierzchotkami n kata foremnego.

. Kazdy punkt ptlaszczyzny jest pokolorowany jednym z dwoéch koloréw. Udowodnié, ze istnieje

trojkat réwnoboczny, ktérego wierzchotki sa jednego koloru.

. 2009 uczestnikéw obozu naukowego stoi w serwerowni. Odlegtosci pomiedzy kazdymi dwoma z nich

sa rozne. Kazdy z nich ma jedna pitke. Jednoczesnie rzucaja oni pitki, kazdy najblizej stojacemu
uczestnikowi. Udowodnié¢, ze zaden uczestnik nie dostanie wiecej niz 5 pilek.

. Mamy dang tablice n x n, ktérej kazde pole jest pokolorowane. Wiadomo, ze zadne dwa rzedy nie

sa pokolorowane jednakowo. Udowodnié, ze mozna wykresli¢ pewna kolumne tak, ze nadal zadne
dwa rzedy nie beda pokolorowane jednakowo.

. Niech M bedzie liczbg catkowita parzysta, ag, a1, as,...,ay—1 beda liczbami catkowitymi dajacymi

parami rézne reszty z dzielenia przez M, a ¢; = a; +i dlai = 0,1,2,...,M — 1. Udowodnij, ze
istniejg takie 7 # j calkowite, ze ¢; = ¢; mod M.

. Wielomian a,z™ + an,_12"" ! + -+ + ag jest taki, ze a; € {—1,1}. Udowodni¢, Ze nie ma on

pierwiatkow zawartych w (—oo, —2] U [2, 00).



10.

Niech p bedzie liczba pierwsza nieparzysta. Niech

I 1 2 p—1

gdzie k, [ sa catkowite. Udowodni¢, ze p|k.

4 Wyktlady

4.1 Okregi i potega punktu
Teoria

1. Kgqt srodkowy w okregu to kat, ktérego wierzchotkiem jest srodek danego okregu.

2. Kqt wpisany w okrag to kat, ktorego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona zawieraja cieciwy. Katy
wpisane oparte na tym samym tuku sg réwne.

3. Twierdzenie 4.1 Jezeli kgt srodkowy i wpisany oparte sq¢ na tym samym tuku, to kgt srodkowy ma
miare dwukrotnie wiekszaq, niz kgt wpisany.

4. Twierdzenie 4.2 Kgt pomiedzy cieciwg i styczng przechodzqcq przez koniec tej cieciwy réowny jest
potowie kqgta Srodkowego opartego na tej cieciwie.

5. Definicja 4.3 Niech bedzie dany okrgg o o Srodku w O i promieniu r oraz punkt A. Niech prosta
k przechodzi przez punkt A i przecina okrgg o w punktach B i C. Wtedy potegg punktu A wzgledem
okregu o nazywamy iloczyn |AB|-|AC|, jezeli punkt A lezy na zewngtrz okregu i —|AB|-|AC|, jezeli
lezy on wewngtrz. Iloczyn ten jest niezalezny od wyboru prostej k. Potega punktu A jest tez rowna

|AO* — 72
Zadania

1. Trapez ABCD, w ktorym AB||CD oraz Z/BCA = 90° wpisano w okrag o promieniu r. Punkt S
jest srodkiem podstawy AB. Udowodni¢, ze |SD| = 7.

2. Trojkat ABC jest opisany na okregu. Punkty K, L, M sy punktami stycznosci okregu do bokéw
AB, BC,CA odpowiednio. Wiedzac, 7e ZKML = 40° 1 ZM KL = 60°, wyznacz katy w trojkacie
ABC.

3. Trapez ABCD, w ktorym AB||CD oraz ZABC = «, wpisano w okrag o §rodku w S. Wiedzac, ze
/BAS = (3, znajdz £DSC.

4. W trojkacie ABC, w ktorym |AC| = |BC|, kat przy podstawie ma miare 75°. Udowodnij, ze
podstawa trojkata ma dlugosé réwng dlugosci promienia okregu opisanego na ABC.

5. Uzywajac oznaczen z punktu piatego teorii, udowodnij, dla punktu A lezacego na zewnatrz o, ze
iloczyn |AB| - |AC| jest niezalezny od wyboru proste;j.

6. Wykaz, ze jezeli odcinki AB i CD przecinaja sie w E i zachodzi |AE| - |BE| = |CE| - |DE|, to
punkty A, B, C, D leza na jednym okregu.

7. Punkty F, F leza na bokach AC, AB trojkata ABC' odpowiednio. Odcinki BE i C'F przecinaja sie

w M i zachodzi [MB|-|ME|=|MC|-|MF|. Udowodnij, 7ze zachodzi |AE|-|AC| = |AF| - |AB].



4.2 Warunki w nieré6wnosciach

1. Liczby dodatnie a,b speiniaja a + b = 1. Udowodni¢, ze

1
a2+b22§0raz\/6+\/5§\/§

2. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja a? + b2 + ¢ = 1. Udowodnié, ze

1
5§ab+bc+ca§1

3. Udowodnié¢, ze jezeli a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw trojkata, to

a b c
b+c—a + a+c—b+ a+b—c =3
4. Niech a, b, c beda dodatnie i abc = 1. Udowodnij, ze
ab+bc+ca>3
5. Liczby a1, as,...,a, sa dodatnie i takie, ze ajas .. .a, = 1. Udowodnij, ze

I4+a)(1+a2)...(1+a, >2"

6. * Niech a, b beda liczbami dodatnimi, takimi, ze a + b = 1. Udowodnié, ze

a? b? 1
— >
a+1 b+1—3

4.3 Zasada szulfadkowa Dirichleta

Teoria

Twierdzenie 4.4 Zasada szufladkowa Dirichleta Jezeli n + 1 przedmiotéw wktadamy do n szufladek, to
w przynajmniej jednej szufladce bedq przynajmmniej 2 przedmioty.

Zadania

1. Mamy 25 jablek, kazde w jednym z 4 gatunkéw. Udowodnié, ze mozna wybraé¢ z nich 7 jablek
jednego gatunku.

2. Udowodnié, ze wéréd 50 oséb pewne 8 urodzito sie w tym samym dniu tygodnia.

3. Zakltadajac, ze czlowiek moze mie¢ na gtowie maksymalnie 150 tysiecy wloséw wykazaé, ze w
Bialystoku (294 tysiace mieszkaricow) pewne 2 osoby maja tyle samo wloséw na glowie.

4. W pokoju znajduje sie 6 oséb. Pewne osoby znaja sie ze soba. Wykazaé, ze wsréd tych szedciu oséb
sa dwie o tej samej liczbie znajomych.

5. Wykazac, ze w zbiorze n + 1 liczb calkowitych istnieja dwie, ktérych réznica jest podzielna przez n.

6. Przy okraglym stole ma usigéé 2009 ambasadoréw. Na stole poustawiano proporczyki z nazwiskami,
a nastepnie posadzono przy stole ambasadoréw, ale tak, ze zaden nie siedzial na swoim miejscu.
Udowodnié¢, ze mozna tak obréci¢ stél, zeby przynajmniej 2 ambasadoréw siedzialo na swoich
miejscach.

7. Wykazaé, ze wéréd naturalnych poteg 7 istnieje taka, ktorej zapis dziesietny koriczy sie na 01.



4.4 Klasyfikacja trojek pitagorejskich
Lemat 4.5 Jezeli liczby caltkowite a,b, c spetniajq
a+ 02 =¢?
to co najmniej jedna z liczb a,b jest parzysta.
Dowod:
Lemat 4.6 Jezeli liczby a,b,w,n sq¢ catkowite dodatnie, NW D(a,b) = 1 oraz
ab=w"
to a,b sqg n-tymi potegami liczb catkowitych, innymi stowy istniejg takie t,u catkowite dodatnie, Ze
a=t", b=u"
Dowdd:
Twierdzenie 4.7 Liczby catkowite dodatnie a,b,c wzglednie pierwsze spetniajqg réwnanie
a2+ =¢?
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejg takie m > n catkowite dodatnie, ze
a=m?—n? b=2mn, c=m?+n?
lub
a=2mn, b=m?—n?% c=m?+n?
1. < Po pierwsze, jezeli m,n z tresci zadania istnieja to a, b, ¢ sa catkowite dodatnie i zachodzi
a2+ 0% = (m? —n?)2 4+ (2mn)? = m* —2m*n? +nt +4m?n? = m? 2m?n? +nt = (m? +n?)? =2
To koniczy dowod implikacji w lewo .
2. =. Zalozmy, ze a,b,c € Z, speliaja a® + b = 2.
3. Liczby a, b, c sa wzglednie pierwsze , a wiec dowolne 2 z liczb a, b, ¢ sa rowniez wzglednie pierwsze.
Faktycznie, zalozmy NW D(a,b) > 1. Istnieje wtedy liczba pierwsza p, taka, ze
p|NW D(a,b)
czyli pla i p|b, a wiec pla®+b? = 2, a skoro p jest pierwsza, to p|cip|NW D(a,b,c) = 1. Sprzecznosé.
4. Skoro a,b sa wzglednie pierwsze, to przynajmniej jedna z nich jest nieparzysta. Z lematu wynika
natomiast, ze jedna z liczb a, b musi by¢ parzysta. Zalézmy, ze 2 fa .
Zauwazmy, ze 2 fa i 2|b, wiec 2 fe , czyli
2lc—ai2lct+a
Istnieja wiec k,! catkowite ¢ — a = 2k, ¢+ a = 2.

Jest
b = (c—a)(c+a) = 4kl

Skoro 2|b to mozemy podstawi¢ b = 2V, gdzie bV’ € Z:
V? =kl

Mamy NWD(k,l) = sNWD(c—a,c+a) = sNWD(c+ a,2a) =
Z lematu wiemy wiec, ze dla pewnych n,m jest

2=1.
E=n?il=m?
Jest wiec
b? = 4kl = 4m*n? stad b = 2mn
2a = (c+a) — (c —a) = 2m?* — 2n? stad a = m? — n?
2c = (c+a) + (c — a) = 2m? 4 2n* stad ¢ = m? + n?

2

Oczywiscie m > n, gdyz 0 < a = m? — n?. Dow6d = jest wiec zakonczony.



Podany dowdd klasyfikuje w zasadzie wszystkie trojki pitagorejskie, gdyz kazda taka trojka powstaje
przez pomnozenie trojki pitagorejskiej zlozonej z liczb wzglednie pierwszych przez jaki§ mnoznik.

Préoba podsumowania - dlaczego wtasnie tak dowodzilismy?

Ponizsze rozumowanie NIE ma nic wspoélnego z dowodzeniem, jest to tylko spekulacja, ktora przekué
mozna w dowod. Jezeli teza jest prawdziwa, to z tezy mozemy wyliczyé 2m? = a+ci2n? =a —c,
pozostaje wiec udowodnié, ze utamki c+“ €52 sg calkowite i sg kwadratami liczb catkowitych. Tak
wlasnie przebiega dowdd.

Pewne techniki rozwigzywania nieréwnosci

. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi

Va2be + Vab2c + Vabc? + (a + b+ c)? W
va+ b+ cvabe B

Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b zachodzi

ot

a? + b2 ab
+ > —
ab a?+0b2 2

* Niech a, b, c bedg liczbami dodatnimi, takimi, ze abc = 1. Pokazaé, ze

1 n 1 + 1 3
ad(b+c) b(a+c) Aa+d)

Niech a, b bedg liczbami dodatnimi, takimi, ze a + b = 1. Udowodnié, ze

a? b?
a+1+b+1

>

Wl =

Wrykazag, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieré6wnos¢

at N b* N ct N d* a+b+c+d
ad+a?b+b0 B +bie+c3 S+cEd+dd dd+d*a+ad T 3

Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwno$¢ Nesbitta

a n b n c >§
b+c a+c a+b 2

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi

b+c+a—|—c+a—|—b

a+b+b+c+a+c>4< a b c >
c a b

Niech n > 3 bedzie liczbg naturalna, a liczby z1,zs, ..., z, beda dodatnie. Udowodnij, ze

n
Z ZTj +$z+3
X

i—1 +1 + xz+2 -

gdzie suma jest cykliczna, tj. z,4+1 = 21, Tp42 = T2, Ttz = 3.
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4.6

1.

10.

Rownania funkcyjne

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace

fl+y) = @)+ f?)

. Funkcja f, okre§lona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych réznych od 0, przyjmuje wszystkie

wartosci rzeczywiste rézne od 1. Ponadto

flxy) = fx)f(=y) = f(x) + f(y)

dla dowolnych z,y # 0, oraz

dla kazdego x ¢ {0,1}. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f.

Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyj-
mujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych = i y zachodzi réwnosé

f(f(x) —y) = f@) + f(fy) = f(=2) + =
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, 7e
22 f(x) + f(l —2) =2z —x*
dla wszystkich = € R.

Znajdz wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace réwnanie

fle+y)=flx)+ f(y)
dla wszystkich z,y € Q.

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie
fle—fy)=1-z—-y
Wyznaczyé wszystkie funkcje f : R — R roznowartosciowe oraz spelniajace réwnanie
fUf@) +y)=fle+y) +1
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie
fle+y) = fle—y)=4day
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie
(@ —y)f(z+y) + (@ +y)flz—y) = day(a® - y°)

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R\{0,1} — R speiajace dla x € R\{0, 1} zaleznosé¢

f)+ f (lix) e
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4.7

—_

Miejsca geometryczne

O podloge i prostopadla do niej Sciane stoi oparta drabina. Noézki drabiny przesuwaja sie po
podtodze (bez poslizgu) prostopadle do §ciany i drabina obsuwa sie. Na $rodku drabiny siedzi
kotek (ktorego traktujemy jako punkt). Udowodni¢, ze w miare opadania drabiny kotek zakresli w
przestrzeni tuk okregu.

. Miejsce geometryczne — w geometrii zbiér punktoéw spelniajacych zadany warunek, np. pewna kula

moze by¢ zdefiniowana jako miejsce geometryczne punktéow odleglych nie bardziej niz o r od srodka
uktadu wspétrzednych.

. Na plaszczyinie dane sg punkty A, B. Udowodnié¢, ze miejscem geometrycznym punktow plasz-

czyzny rownoodleglych od A, B jest prosta prostopadta do odcinka AB i przechodzaca przez jego
srodek.

. W przestrzeni dane sg punkty A, B. Udowodnié, Ze miejscem geometrycznym punktéw przestrzeni

tréjwymiarowej rownoodleglych od A, B jest ptaszczyzna prostopadta do odcinka AB i przechodzaca
przez jego Srodek.

. Na plaszczyznie dany jest trojkat ABC. Udowodnié¢, ze zbiorem punktéw réownoodleglych od pro-

stych AC i BC jest para prostych prostopadtych, przecinajacych sie w C. Jak jest w przypadku
przestrzennym?

. Okrgg Apoloniusza Na plaszczyznie dane sa rézne punkty A, B oraz liczba dodatnia k. Udowodnic,

ze zbiér punktéw X plaszczyzny, spelniajacych

AX
BX =k
jest

e okregiem, jezeli k #£ 1,
e symetralng AB, jezeli k = 1.

. Niech o bedzie okregiem Apoloniusza dla danych A, B,k # 1 przy czym punkt A lezy na zewnatrz

0. Z punktu A poprowadzono styczne AP, AQ do okregu o. Udowodni¢, ze B jest srodkiem odcinka
PQ.

. W czworokacie ABC'D miara kata wewnetrznego przy wierzchotku A jest wieksza od 180° oraz

zachodzi réwnosé

AB-CD = AD - BC
Punkt P jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD. Udowodni¢, ze /PCB = LZACD.

. * Dany jest czworokat ABCD, w ktorym AB i CD nie sa réwnolegte. Niech X' bedzie zbiorem

punktow X takich, ze [XAB] + [XCD] = 1[ABCD], gdzie [Y] oznacza pole figury V. Znalez¢ X.

Metoda ekstremum

. Materiaty wziete z http://www.mimuw.edu.pl/ sem/konferencja-kmp2008/materialy/guzicki.

pdf (9 zadan)

Kurs trudnego udowadniania liniowosci ukladéw :)

. Materialy na http://21wdw.staszic.waw.pl/ktulu/
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