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1. Wykazaé, ze je§li a+ b+ c =1 oraz a,b,c > 0 to
a + bt > 1
- 27

Rozwiazanie: 7 nieréwnosci pomiedzy érednia arytmetyczng i kwadratowa dla liczb a?,b?, c?

mamy
[a* +b* + ¢t - a? + b2 + ¢?
3 - 3

</a4+b4+c4 >\/a2+b2+02
3 = 3

7 nieréwno$ci pomiedzy Srednig arytmetyczng i kwadratowa dla liczb a, b, ¢ jest
[a? 4+ b% + 2 < a+b+c
3 - 3

</a4+b4+c4 >\/a2+b2+02 - a+b+c 1
3 >

Stad i z zalozenia mamy

3 - 3 3
Po podniesieniu do 4. potegi i pomnozeniu obu stron przez 3 dostajemy teze.

2. Na przyjeciu w krainie Baranéw, Dymowek, Kaczek, Konikow i Malp jest n dziewczat i n czlop-
cow. Kazda dziewczyna lubi r chlopcow, a kazdy chlopiec lubi s dziewczat. Udowodni¢, ze jezeli
r 4+ s > n, to istnieje para, ktéra lubi sie nawzajem, a jezeli r + s < n to moze by¢ tak, ze kazde
uczucie jest nieodwzajemnione.

Rozwigzanie: Niech a;; méwi, czy czlopak 4 lubi dziewczyneg j: a;; = 1 jezeli lubi, a 0 inaczej.
Analogicznie niech bj; méwi, czy dziewczyna j lubi chlopaka 1.
Liczb a;j i bj; jest po n?. Werod tych liczb jest (r + s)n jedynek i reszta zer.
Jezeli dla wszystkich par (7, j) bytoby uczucie nieodwzajemnione, to a;; = 0V b;; = 0. Wtedy mie-
liby$my najwyzej n? jedynek (bo w kazdej z n? roztacznych par liczb a;;, b;; jest najwyzej jedna 1),
czyli (r +s)n < n?, r+s < n. To za$ pokazuje (rozumujemy przez zaprzeczenie), ze jesli r +s > n,
to istnieje para, ktora lubi si¢ nawzajem.
Musimy teraz znalezé¢, dla dowolnych n, r, s : 7 + s < n, takie ustawienie lubien, ze zadne uczucie
nie jest odwzajemnione.
Jezeli r = 0 lub s = 0, to tatwo da sie je znalezé. Zalézmy dalej, ze r,s > 0.
Niech chopcey i dziewczyny beda ponumerowani od 0 do n — 1. Niech bedzie tak, ze chtopak ¢ lubi
dziewczyny 4,44+ 1 mod n,i +2 mod n,---,i+ s —1 mod n (ew. zadnej, jezeli s = 0) i niech
dziewczyna j lubi chtopcow j+1 mod n,5+2 modn,---,j+r mod n.
W tym ustawieniu kazdy chlopak lubi s dziewczyn i kazda dziewczyna lubi r chtopcow. Ponadto
kazde lubienie jest nieodwzajemnione. Faktycznie zalézmy, ze i, j s takie, ze chtopak i lubi dziew-
czyne j. Stad

je{i,i+1 modn,i+2 modn, --,i+s—1 modn}

Niech j = i + k mod n. Zeby dziewczyna j lubila chtopaka ¢ musi by¢ i € {j+1 modn,j+2
mod n,---,j+r—1 mod n}, czylii € {i+k+1 mod n,i+k+2 modn,--- ,i+k+r—1 mod n},



czyli0 € {k+1 mod n,k+2 modn,--- ,k+r—1 modn}. Alek>0ik+r <r+s—1<n. Stad
wciagu (k+1,k+2,--- ,k+r—1) nie ma liczby podzielnej przez n, wiec 0 € {k+1 mod n, k+2
mod n,--- ,k+7r—1 mod n}. Sprzecznos¢ dowodzi, ze kazde uczucie jest nieodwzajemnione.

. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ciag liczb naturalnych (a,,), ze dla dowolnej liczby naturalnej k& w
ciagu ay + k,as + k, - - - jest skoniczenie wiele liczb pierwszych.

Rozwiazanie: To zadanie byloby zbyt trudne gdyby nie istnial, bo jak udowodnié, ze co$ jest
pierwsze, wiec istnieje.

Najprostszym sposobem na zapewnienie, 7ze a; + k nie jest pierwsze, jest kla;. Zgodnie 7 ta idea
bierzemy a; = i!. W ten sposob dla k& > 1 na pewno wyrazy a +k = k! +k,ap+1 = (E+ 1)+ k, - -
beda podzielne przez k, wiec wszystko gra. Zostaje przypadek k& = 1.

Zauwazmy, ze jezeli wezmiemy ap = klq, ¢ € Z4, to nic sie wyzej nie psuje. Chcemy tak dobrac
¢, ze ap + 1 = k! + 1 nie jest pierwsze. Mozna to zrobi¢ np. biorac az = (k!)3. Wtedy aj +1 =
(kD)3 + 13 = (k! + 1)((k")? — k! + 1), co na pewno jest pierwsze, jezeli tylko (k!)2 — k! +1 > 1, co
zachodzi dla k > 1.

. Niech ABC bedzie trojkatem ostrokatnym, AD, BE, C'F jego wysoko$ciami, a H punktem przecie-
cia tych wysokosci. Udowodnij, ze ZEFH = /DFH (z czego wynika, ze H jest §rodkiem okregu
wpisanego w DEF).

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze na czworokacie AEH F' da sie opisa¢ okrag. Faktycznie ZAEH = 90°
i ZAFH = 90°, wiec ZAEH + ZAFH = 180°, co juz gwarantuje, ze okrag da sie opisa¢. Analo-
gicznie okrag da sie opisa¢ na BFHD.

7 réownosci katow wpisanych w okrag i opartych na tym samym tuku mamy

/LEFH =/FAH,/DFH = Z/DBH

Ponadto mamy /FAH = ZCAD = 90° — LZACB (bo LADC = 90°). Analogicznie ZDBH =
90° — LACB, co juz dowodzi rownosci katow /EFH i Z/DFH.



