To juz koniec...

Ostatnia seria przygotowawcza

1. Niech n,m € Z4 beda takie, ze NWW (m,n) + NW D(m,n) = m + n. Udowodnij, ze jedna z tych
liczb dzieli druga.
Rozwiazanie: Niech n > m (wszystko jest symetryczne, wiec mozna to zalozy¢). Jest NWW (m,n) =
n-q. Jezeli ¢ > 2, to NWW (m,n) > 2n > n+m, wiec NWW (m,n)+ NWD(m,n) > m+n. Stad
q =1, co dowodzi, ze NWW (n,m) = n, a wiec m|n.

2. Dane sa 2 rozlaczne zbiory A i B, ktérych suma jest Z. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej
n istnieja takie liczby naturalne a,b wieksze od n, ze {a,b,a + b} jest zawarte w A lub zawarte w
B. (Wskazowka: Najpierw znajdz jakiekolwiek takie liczby :)

Rozwiazanie: Znajd7my najpierw jakiekolwiek liczby spelniajace.

Zatozmy, ze 1 € A. Gdyby 2 € A, to {1,1,2} C A, wiec znalezlismy. Zalézmy 2 € B. Gdyby 4 € B,
to {2,2,4} C B, wiec tez znalezlismy. Zalozmy 4 € A. 1,4 € A, stad gdyby 5 € A, to {1,4,5} C A,
stad 5 € B.

Gdyby 3 € A, to {1,3,4} C A.

Gdyby 3 € B, to {2,3,5} C B.

7 powyzszego wynika, ze zawsze znajdziemy taka trojke liczb.

Rozwazmy zbior liczb {n+1,2(n+1),3(n+1),---}. Cale poprzednie rozumowanie przenosi sie na
ten zbior, wiec znajdziemy w nim liczby a, b takie, ze {a,b,a + b} zawarte jest w ktoryms z A, B.
Oczywiscie te liczby beda wieksze od n, bo wszystkie liczby z tego zbioru sg wieksze od n.

3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi
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ab+bc+ca ~ a+b+c

Rozwigzanie: Mamy 4/ ‘12+%2+°’2 > atbie stad po przeksztalceniach dostajemy a® + b2 + ¢? >
Fla+b+c)?, a wige
1
ab+bc+ ca < g(a+b+c)2

Mozna to réwniez udowodnié za pomoca ciagdéw jedno-monotonicznych.

Stad
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Niech x = ﬁ. Mamy do udowodnienia nieréwnosé
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czyli 1+ 2? > 2z. Jest ona réwnowazna (z — 1)? > 0.

4. (*?7) Dany jest trojkat ABC, w ktorym ZACB = 90°. Niech M bedzie $rodkiem przeciwprosto-
katnej AB, H spodkiem (punktem przeciecia z AB) wysokoéci poprowadzonej z C, a P punktem
wewnatrz trojkata, takim, ze |AP| = |AC|. Udowodni¢, ze PM jest dwusieczna (wewnetrzna) kata
/BPH wtedy i tylko wtedy, gdy ZBAC = 60°.



