Przygotowanie do OMa 3.

1. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym takim, ze okregi wpisane w trojkaty ABC i ADC
majgy punkt wspoélny. Udowodnié, ze w ABC'D mozna wpisa¢ okrag.
Rozwiazanie:
W czworokat ABC'D mozna wpisaé¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

|AB| + |CD| = |AD| + |BC|

Oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego w ABC do AB, BC,C A jako FE, F, X odpowiednio.
Oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego w ADC do CD, AD, DC jako G, H,Y odpowiednio.
Wtedy |AB| = |AE| + |BF|, |BC| = |BF|+|CF|, |CD| = |CG|+ |GD|, |AD| = |DH| + |HA|.
Ponadto z rownosci stycznych jest |AE| = |AX|, |BE| = |BF|, |CF| = |CX]|, |CG| = |CY],
|DG| = |DH|, |AH| = |AY|. Mamy wiec:

|AB| + |CD| = |AD| + |BC| & |AX| + |CY| = |AY| + |CX| < 2|AB| = 2|AY]| + 2|CX]|

Mamy |AY |+ |CX| =|AB| < X =Y, co konczy ten nudny dowdd.
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2. Udowodnié, ze jesli p jest nieparzysta liczba pierwsza, m,n € Z, i 2 =1+ % + % 44
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wystarczy rozwaza¢ sytuacje, gdy = jest zredukowany, czyli gdy NWD(m,n) -
wszystkie inne mozliwe do otrzymania po lewej stronie utamki mozna otrzymaé przez przemnozenie

licznika i mianownika przez liczbe, co nie zmienia tezy.
(p—1)!

Wymnézmy obie strony rownania przez (p—1)!. Po lewej stronie otrzymamy m-+£—=, gdzie n|(p—1)!

(bo utamek zredukowany), czyli @ € Z. Po prawej stronie otrzymamy liczbe @+@+~ <
%. Zauwazmy, ze liczby w, (p%l)! daja rozne reszty z dzielenia przez p, gdy 0 < k <1 < p—1.

Gdyby bowiem bylo @ = @( mod p), to (p — D!l — k) = 0( mod p), czyli plk — 1 -

sprzecznos¢.

Ponadto zadna z liczb @ nie daje reszty 0 z dzielenia przez p. Skoro tych liczb p — 1, to musza

one dawa¢ wszystkie mozliwe niezerowe reszty z dzielenia przez p, stad prawa strona daje reszte

1424---4+p—1= %, czyli (p - nieparzyste) reszte 0. Lewa strona musi wiec takze dac te
(p—1)!

reszte, wiee plm-—=, czyli p|m.

3. Trojkat ABC jest ostrokatny. Na jego bokach, po zewnetrznej stronie dobudowano trojkaty rowno-
boczne BCD, CAE, ABF. Udowodnié, ze proste AD, BE, CF przecinaja sie¢ w jednym punkcie.
Rozwiazanie:

Kluczowe jest spostrzezenie (rysunkowe), ze przez punkt przeciecia tych prostych przechodza tez
okregi opisane na rownobocznych tréjkatach BCD, CAE, ABF.

Teraz to juz tylko kwestia odpowiedniego zdefiniowania punktu przeciecia.

Wiemy, ze zaden z katow ABC nie jest rowny 120°. Wtedy zadne 2 okregi opisane na BCD,
CAE, ABF nie sa styczne (sprawdz!). Wezmy P - drugi (nie B) punkt przeciecia okregow
opisanych na ABF i BCD. Wtedy mamy ZAPB = 120° i Z/BPC = 120°, stad LAPC =
360° — LAPB — ZBPC = 120°, stad LAPC + LZADC = 180°, wiec P lezy na okregu opisa-
nym na ACD.

Wezmy prosta AD. Mamy ZAPB = 120° i ZBPD = 60° (katy wpisane), wiec ZAPD = 180°,
stad P lezy na AD. Analogicznie P lezy na BE i CF. P nazywamy punktem Toriciellego. W
rzeczywistosci teza zachodzi dla dowolnych tréjkatdw.



4. Rozstrzygnaé, czy istnieja 2 takie rézne liczby 2%, 2! (k,1 € Z), ze maja one tyle samo cyfr oraz
jedna powstaje z drugiej przez permutowanie cyfr.
Rozwiazanie:
Zalozmy, ze k > 1. Wtedy 2 > 2!, Z drugiej strony te liczby maja tyle samo cyfr, wiec musi byé
2F <10 - 2%, czyli musi byé k =1+ 1 albo k =1+ 2 albo k = [ + 3.
Co sie nie zmienia przy zamianie cyfr? Reszty z 9 oczywiscie.

. . . . k 213|415
Popatrzmy na reszty z dzielenia przez 9 liczb postaci 2¥. Mamy
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2" modo | 1]2[4[8]715
Stad wnosimy, ze nie ma liczb postaci 2F i 2, takich, ze | < k < 1 +41i 2¥ = 2!( mod 9) (bo reszty
sa rozne dla 6 kolejnych liczb).



