Zadanka do OMa 2., troche wiecej niz ostatnio

1. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Niech O bedzie §rodkiem okregu opisanego na ABC, M bedzie
srodkiem ciezkosci ABC, za§ H bedzie ortocentrum (punktem przeciecia wysokosci) ABC. Niech
ponadto D, E, F beda $rodkami bokéw BC,CA, AB odpowiednio.

(a)

Udowodnij, ze O pokrywa sie z ortocentrum trojkata DEF .

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze mamy ’2—? = igg = ﬁ—g, wiec z tw. Talesa EF||BC (i tak
samo DE||AB i FDI||AC).

Wiemy, ze O lezy na przecieciu symetralnych bokéw ABC. Wezmy symetralng boku AB.
Przechodzi ona przez punkt F' i jest prostopadla do AB, a wiec jest tez prostopadta do DFE,
jest wiec wysokoscia w DEF spuszczong z wierzchotka F'.

Analogicznie pozostate symetralne sa wysokosciami O lezy na przecieciu wysokosci w DEF,
wiec O to ortocentrum DEF.

Wrykaz, ze M pokrywa sie ze $§rodkiem ciezkosci DEF'.
Rozwiazanie: Oznaczmy jako G punkt przeciecia srodkowej AD z EF. Wiemy, ze EF||BC,
stad GE||DC i GF||DB, wiec z tw. Talesa

GE AE 1
DC  AC 2
GF AF 1
DB AB 2
Stad oraz z faktu, ze DB = DC mamy S£ = SEDB — 9.1 — 1 G jest wigc srodkiem EF,

wiec §rodkowa GD pokrywa sie ze §rodkowa AD, stad M pokrywa sie z Srodkiem ciezko$ci
DEF.

Udowodnij, ze §rodek okregu opisanego na DEF pokrywa sie ze srodkiem odcinka OH. Wska-
zoéwka: na przecieciu ktoérych prostych lezy ten Srodek?

Pierwszy sposéb: Udowodnimy, ze symetralne w trojkacie DEF przechodza przez $rodek
odcinka OH. A $cislej udowodnimy to, bez straty ogélnosci, dla symetralnej boku EF.

Niech X oznacza rzut A na EF a 'Y oznacza rzut O na EF. Wiemy, ze prosta prostopadla do
EF i przechodzaca przez srodek odcinka XY przechodzi przez srodek odcinka OH (z Talesa).
Chcieliby$my zatem, zeby §rodek odcinka XY byt srodkiem EF i to juz wystarcza, zeby udo-
wodnié teze.

Srodek odcinka XY jest érodkiem EF wtedy i tylko wtedy, gdy XF = YE. Zauwazmy, ze
AX||DY (obie sa prostopadle do EF) i DE||AF. Stad (i z tego, ze punkty E,F leza po
przeciwnych stronach AD) mamy /X AF = /EDY. Ponadto ZAXF = /DY E = 90, wiec
AAXF ~ ADYE (cecha kkk) a ponadto AF = DE = 1AB, wiec AAXF = ADYE i
XF =YEFE, cojuz dowodzi tezy.

Drugi sposéb: Rozwazmy jednoktadnosé J o srodku w M i skali f% (o jednoktadnosci bedzie
na ktoéryms z najblizszych kotek). Wiemy, ze srodkowe przecinaja sie w stosunku 2 : 1, wiec
mamy np. 2DM = MA i D, A leza po réznych stronach M, stad J(A) = D. Analogiczne
J(B)=FE1iJ(C)=F, wiec J(ABC) = J(DEF).

Ortocentrum tréjkata w jednoktadnosci przechodzi na ortocentrum (bo wysokosci przecho-
dza na siebie), wiec J(H) = O, stad O, M, H - wpsoélliniowe (leza na tzw. prostej Eulera) i
MH = 2MO. Srodki okregéw tez przechodza na siebie, wiec O przechodzi na érodek okregu
DEF. Ale z definicji jednoktadnosci O przechodzi na punkt O* lezacy na prostej OM, po innej
stronie M niz O i taki, ze MO = 2MO*. Mamy OO* =2MO - MO* = MH — MO* = HO*,
co dowodzi tezy.



(d) Powyzsze 3 podpunkty licza sie jako 3 zadania.

2. Wykazadé, ze jezeli ABC'D jest prostokatem i P lezy na okregu opisanym na ABCD, to PA?2+PC? =
PB? + PD?.
Rozwiazanie: Zauwazmy, ze ZAPC = /BPD = 90, wiec, z Pitagorasa PA% + PC? = AC? =
BD? = PB? + PD?. Zalozenie, ze P nalezy do okregu opisanego upraszcza sprawe, ale jest zbedne
- teza zachodzi dla kazdego P na plaszczyznie.

3. Zmalez¢ wszystkie takie n € Z,, ze 5 fn i n* + 4" jest liczbg pierwsza.
Rozwiazanie: Jezeli 2|n, to 2|n* + 4" i n* + 4" > 2, wiec na pewno nie jest to liczba pierwsza.
Niech n = 2k +1 (k € Z, U{0}). Dla 5 fn mamy n* = 1( mod 5) (mozna policzy¢ 4 reszty albo z
tw. Fermata) oraz 4" = 16¥-4 = 1¥.4 = 4( mod 5), wiec 5|n* +4", a dla n > 1 mamy 4" +n* > 5,
wiec dla n > 1 nie otrzymamy liczby pierwszej. Dla n = 1 faktycznie otrzymujemy liczbe pierwsza
5.

4. Jest tylko 5 zadan, wiec obnizam prég na chatwe: trzeba rozwiazaé¢ 3/5, zeby ja dosta¢. Powodzenia.
Mam nadzieje, ze zadnego btedu nie ma, jak co§ zauwazycie, to od razu krzyczcie.



