
Zadania do samodzielnego rozwi¡zania spod hasªa

"Kombinowa¢ ka»dy mo»e..."

1. Kombinatoryki jeszcze w tym roku nie byªo, najwy»ej tyle co na obozie, ale do tych zada« nie
potrzebna jest teoria (mo»e oprócz najprostszej - Dirichleta, który byª i prostych kolorowa«, które
byªy na obozie), bardziej tytuªowa umiej¦tno±¢ kombinowania.

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, takie, »e 2p + 1 i 4p + 1 s¡ równie» pierwsze.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my reszty z dzielenia przez 3. Je»eli p ≡ 0( mod 3), to oczywi±cie p = 3.
Wtedy te» 2p+1 = 7 i 4p+1 = 13 s¡ pierwsze, wi¦c mamy jedno rozwi¡zanie. Gdy p ≡ 1( mod 3),
to 3|2p + 1, wi¦c, skoro jest to liczba pierwsza, to musi by¢ 2p + 1 = 3, p = 1 - sprzeczno±¢. Je»eli
p ≡ 2( mod 3), to 3|4p + 1, wi¦c 4p + 1 = 3, czyli p < 1, sprzeczno±¢. Ostatecznie tylko liczba 3
speªnia warunki zadania.
Inny sposób: p = 2 nie speªnia warunków zadania - 4p + 1 nie jest pierwsza, dalej zakªadamy, »e
p ≥ 3. Zauwa»my, »e jedna z liczb 4p, 4p+1, 2(2p+1) = 4p+2 musi by¢ podzielna przez 3, bo s¡ to
3 kolejne liczby caªkowite. To implikuje, »e która± z liczb p, 2p + 1, 4p + 1 musi by¢ podzielna przez
3, a skoro s¡ one pierwsze, to która± musi by¢ równa 3. Mamy p ≥ 3, st¡d 2p + 1 > 3, 4p + 1 > 3,
wi¦c p = 3. Liczba 3 speªnia warunki zadania.

3. Mamy prostok¡tn¡ szachownic¦ N ×M , z wyci¦tym polem (a, b) (lewy dolny róg ma wspóªrz¦dne
(1, 1), a lewy górny (1, M)). Udowodni¢, »e je±li szachownic¦ t¦ (bez pola (a, b)) da si¦ pokry¢
prostok¡tami 1× 2, stawianymi poziomo lub pionowo, to 2|a + b.
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e je»eli szachownic¦ sa si¦ pokry¢ prostok¡tami, to musi by¢ 2|NM−1,
st¡d N, M - nieparzyste, N = 2n + 1, M = 2m + 1 (n, m ∈ Z, n, m ≥ 0). Pokolorujmy pola (x, y)
szachownicy, które speªniaj¡ warunek 2|x + y na czarno. Ka»dy prostok¡t zajmuje jedno pole biaªe
i jedno czarne, skoro da si¦ pokry¢ prostok¡tami, to pól biaªych i czarnych jest tyle samo.
Zauwa»my, »e wszystkie rogi s¡ czarne. Pól czarnych jest n ·M + m + 1 (liczymy po 2 kolumny
i ostatnia zostaje), a biaªych n ·M + m, czyli o jedno mniej. St¡d pole czarne musiaªo by¢ na
pocz¡tku usuni¦te, aby pokrycie byªo mo»liwe.
Co ciekawe, odwrotne twierdzenie jest równie» prawdziwe: Da si¦ pokaza¢ (konstruuj¡c ±mieszn¡
spiralk¦), »e je»eli tablica N ×M , gdzie N, M - nieparzyste ma wyci¦te pole (a, b), takie, »e 2|a+ b,
to da si¦ j¡ pokry¢ prostok¡tami 1× 2 (stawianymi pionowo lub poziomo).

4. Dane s¡ liczby a1 < a2 < · · · < an i b1 > b2 > · · · > bn, w±ród których ka»da z liczb 1, 2, 3, · · · , 2n
wyst¦puje dokªadnie raz. Udowodni¢, »e |a1 − b1| + |a2 − b2| + · · · + |an − bn| = n2. Wskazówka:
przeanalizowa¢ du»o maªych przypadków.
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e ka»da liczba wi¦ksza ni» n jest w parze w wyra»eniu z zadania z liczb¡
niewi¦ksz¡ ni» n. Faktycznie zaªó»my, »e w (bn) jest k liczb wi¦kszych od n, te liczby to oczywi±cie
b1, b2, · · · , bk, bo (bn) jest posortowany. Wtedy oczywi±cie w (an) jest n− k liczb wi¦kszych od n i
s¡ to liczby an, an−1, · · · , ak+1. Wida¢, »e w »adnej parze nie ma 2 liczb wi¦kszych od n.
Z powy»szego rozumowania wnosimy, »e w ka»dej parze jest 1 liczba wi¦ksza od n i jedna niewi¦ksza
od n. Poniewa» ka»da liczba wi¦ksza od n jest wi¦ksza od ka»dej liczby niewi¦kszej od n, to w
|a1− b1|+ |a2− b2|+ · · ·+ |an− bn| liczby wi¦ksze od n s¡ brane z plusem, a niewi¦ksze z minusem
(bo je»eli a > b, to |a−b| = a−b), wi¦c |a1−b1|+ |a2−b2|+ · · ·+ |an−bn| = 2n+(2n−1)+ · · ·+(n+
1)−n−(n−1)−· · ·−1 = (2n−n)+((2n−1)−(n−1))+· · ·+((n+1)−1) = n+n+· · ·+n = n·n = n2.

5. Te zadanka nie s¡ zbyt proste, ani trudne, bior¡c pod uwag¦, »e na rozwi¡zanie jest tydzie«. W miar¦
mo»liwo±ci poziom nast¦pnych serii (o ile b¦d¡), b¦dzie wyrównywany do poziomu rozwi¡zuj¡cych.
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