Zadania do samodzielnego rozwigzania spod hasta
"Kombinowa¢ kazdy moze..."

. Kombinatoryki jeszcze w tym roku nie bylo, najwyzej tyle co na obozie, ale do tych zadan nie
potrzebna jest teoria (moze oprocz najprostszej - Dirichleta, ktory byl i prostych kolorowan, ktore
byly na obozie), bardziej tytutowa umiejetno§¢ kombinowania.

. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, takie, ze 2p + 1 i 4p + 1 sg réwniez pierwsze.
Rozwiagzanie: Rozwazmy reszty z dzielenia przez 3. Jezeli p = 0( mod 3), to oczywiscie p = 3.
Wtedy tez 2p+1 = 714p+1 = 13 sa pierwsze, wiec mamy jedno rozwiazanie. Gdy p = 1( mod 3),
to 3|2p + 1, wiec, skoro jest to liczba pierwsza, to musi byé¢ 2p +1 = 3, p = 1 - sprzecznosé. Jezeli
p = 2( mod 3), to 3|4p + 1, wiec 4p + 1 = 3, czyli p < 1, sprzecznosé. Ostatecznie tylko liczba 3
spelnia warunki zadania.

Inny sposéb: p = 2 nie spelnia warunkéw zadania - 4p 4 1 nie jest pierwsza, dalej zaktadamy, ze
p > 3. Zauwazmy, ze jedna 7z liczb 4p,4p+1,2(2p+1) = 4p+2 musi by¢ podzielna przez 3, bo sa to
3 kolejne liczby catkowite. To implikuje, ze ktéras z liczb p,2p+ 1,4p + 1 musi by¢ podzielna przez
3, a skoro sg one pierwsze, to ktérag§ musi by¢ réwna 3. Mamy p > 3, stad 2p+1 > 3,4p+1 > 3,
wiec p = 3. Liczba 3 spelnia warunki zadania.

. Mamy prostokatna szachownice N x M, z wycietym polem (a,b) (lewy dolny rog ma wspolrzedne
(1,1), a lewy gorny (1,M)). Udowodnié, ze jesli szachownice te (bez pola (a,b)) da sie pokryé
prostokatami 1 x 2, stawianymi poziomo lub pionowo, to 2|a + b.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze jezeli szachownice sa sie pokry¢ prostokatami, to musi byé¢ 2|NM —1,
stad N, M - nieparzyste, N =2n+1, M =2m +1 (n,m € Z, n,m > 0). Pokolorujmy pola (z,y)
szachownicy, ktore spelniaja warunek 2|x + y na czarno. Kazdy prostokat zajmuje jedno pole biale
i jedno czarne, skoro da sie pokry¢ prostokatami, to pél biatych i czarnych jest tyle samo.
Zauwazmy, ze wszystkie rogi sa czarne. Pol czarnych jest n- M + m + 1 (liczymy po 2 kolumny
i ostatnia zostaje), a bialych n - M 4+ m, czyli o jedno mniej. Stad pole czarne musialo by¢ na
poczatku usuniete, aby pokrycie byto mozliwe.

Co ciekawe, odwrotne twierdzenie jest rowniez prawdziwe: Da sie pokazaé¢ (konstruujac $mieszng
spiralke), ze jezeli tablica N x M, gdzie N, M - nieparzyste ma wyciete pole (a, b), takie, ze 2|a + b,
to da sie ja pokry¢ prostokatami 1 x 2 (stawianymi pionowo lub poziomo).

. Dane sg liczby a1 < as < --- < a, iby > by >--->b,, wérdéd ktorych kazda z liczb 1,2,3,--- ,2n
wystepuje doktadnie raz. Udowodnié, ze |a; — by| + |ag — ba| + - + |a, — b,| = n?. Wskazowka:
przeanalizowa¢ duzo matych przypadkéw.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze kazda liczba wieksza niz n jest w parze w wyrazeniu z zadania z liczba
niewieksza niz n. Faktycznie zalozmy, ze w (b,,) jest k liczb wiekszych od n, te liczby to oczywiscie
b1,ba, -, bg, bo (b,) jest posortowany. Wtedy oczywiscie w (a,,) jest n — k liczb wiekszych od n i
sg to liczby an,an_1, - ,ar+1. Widaé, ze w zadnej parze nie ma 2 liczb wiekszych od n.

7 powyzszego rozumowania wnosimy, ze w kazdej parze jest 1 liczba wieksza od n i jedna niewieksza
od n. Poniewaz kazda liczba wieksza od n jest wieksza od kazdej liczby niewiekszej od n, to w
lag — b1| + |az — ba| + - - - + |an, — by| liczby wieksze od n sa brane z plusem, a niewieksze 7z minusem
(bo jezeli a > b, to [a—b| = a—b), wiec |ag —b1|+|az—bo|+- -+ |an —bn| =2n+(2n—1)+- -+ (n+
1)-n—(n—1)—--—1= 2n—n)+(2n—-1)—(n—1))+---+((n+1)—1) = n+n+---+n = n-n = n2

. Te zadanka nie sg zbyt proste, ani trudne, biorac pod uwage, ze na rozwigzanie jest tydzien. W miare
mozliwo$ci poziom nastepnych serii (o ile beda), bedzie wyréwnywany do poziomu rozwigzujacych.



