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1.1 Teoria

Twierdzenie 1.1 (o siecznych, o stycznej) Dany jest okrgg o
o Srodku O i promieniu R oraz punkt P. Jezeli prosta | przechodzi
przez P i przecina okrqg o w (niekoniecznie réznych) punktach A
i B, to iloczyn |PA| - |PB| nie zalezy od wyboru l, a doktadniej

|PA|-|PB| = ||PO* — R?|.

Definicja 1.2 (potega punktu) Przy powyzszych oznaczeniach liczbe (byé moze ujemnqg!) |POJ? — R?
nazywamy potega punktu P wzgledem o i oznaczamy p(P, o).

‘Whniosek 1.3

1. p(P,0) < 0 gdy P lezy we wnetrzu kota o brzegu o, p(P,0) = 0 gdy P lezy na o oraz p(P,0) > 0,
gdy P lezy poza o.

2. przy oznaczeniach twierdzenia (nadal dla dowolnej prostej) mamy
p(P,0) = —|PA|-|PB| gdy P lezy wewnatrz o
p(P,0) = |PA|-|PB| inaczej
3. Jezeli P lezy poza okregiem o, to p(P, o) jest kwadratem dtugosci stycznej do o przechodzgcej przez P.

Twierdzenie 1.4 Ustalmy dwa niewspdtsrodkowe okregi 01,09
o $rodkach O1,02. Zbior punktéw P takich, ze p(P,01) = p(P,02)
jest prosta prostopadtag do O,02; nazywamy jg osiqg potegowa
okregéw o1, 0s. ’

Whniosek 1.5 Jezeli okregi przecinajq sie, to prosta przechodzi przez
punkty przeciecia.

Twierdzenie 1.6 (** Brianchona) Jezeli w szeSciokgt ABCDEF da sie wpisaé okrgg to przekgine
AD,BE,CF majg punkt wspdlny.

1.2 Zadania

1. Uzasadnij, ze zbiér punktow majacych potege wzgledem danego okregu o réwna p > 0 jest okregiem.
ROZWIAZANIE.
Niech R bedzie promieniem o.
Punkt P nalezy do tego zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy p = p(P,0) = |PO|?> — R?, czyli gdy
|PO| = +/p + R?, innymi stowy gdy P lezy na okregu o $rodku O i promieniu /p + R2.

2. Eliminacje do PTM — przypommnienie.

Dane sg okregi O1, Os, przecinajace sie w punktach A, B. Punkt P lezy na prostej AB, proste PX,
PY sg styczne do O1, Os odpowiednio. Uzasadnié, ze /PXY = /ZPY X.

ROZWIAZANIE.

Prosta AB jest osia potegowa O; i Og, skoro wiec punkt P lezy na niej to p(P,O1) = p(P,O3).
Z teorii wiemy, ze p(P,01) = |PX|?, p(P,03) = |PY|?, stad |PX|? = |PY|?, |PX| = |PY]|, wiec
trojkat PXY jest réwnoramienny, co konczy dowdd.



3. Twierdzenie 1.7 (Kryterium wspolokregowosci) Jezeli punkty S, A, B oraz S,C, D lezq od-
powiednio na dwu pdétprostych o poczgtku w S to A, B,C,D lezg na jednym okregu wtedy i tylko
wtedy, gdy |SA|-|SB| =1|SC|-|SD].

Zaktadamy tutaj i dalej, zZe owe dwie potproste nie tworzq prostej, a punkty A, B i C, D sq rdzZne.
ROZWIAZANIE.

“wtedy”.

Jezeli A, B,C, D leza na jednym okregu, to |SA|-|SB| = |SC|-|SD|.

“tylko wtedy”.

Zalozmy zatem, ze |SA|-|SB| = |SC| - |SD|. Okrag opisany na A, B, C' przecina polprosta SC
w punkcie D’ (gdy jest on styczny przyjmujemy D’ = C'). Korzystajac z implikacji “wtedy” obliczam
|SA|-|SB| =1|SC|-|SD|.

Lacznie [SC| - |SD| = [SA| - |SB| = |SC| - |SD'|, czyli |SD| = |SD'|, D = D'

4. Uzasadnij, ze teza poprzedniego twierdzenia zachodzi réwniez, gdy S lezy na odcinkach AB i CD.

ROzZWIAZANIE. Identycznie jak w poprzednim przypadku.

5. Punkty F, F' leza na bokach AC, AB trojkata ABC odpowiednio. Odcinki BE i C'F przecinaja sie
w M izachodzi MB- ME = MC - MF. Udowodnij, ze zachodzi AE - AC = AF - AB.

ROZWIAZANIE. Skoro MB-ME = MC-MF to (z powyzszego kryterium) B, E, C, F leza na jednym
okregu o, a skoro tak to AE - AC = p(A,0) = AF - AB.

6. Dane s okregi 01,09 oraz punkt P. Pélproste k i [ maja poczatek w P i przecinaja: k okrag oq
w A, B, zas$ | okrag oo w C, D (A # B, C # D). Udowodni¢, ze na A, B,C, D da sie opisa¢ okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy P lezy na osi potegowej 01 i 02.

RozwIiAZANIE. Oba warunki z zadania sg réwnowazne rownosci PA- PB = PC - PD.

7. Okregi 01, 0o przecinaja sie w punktach K i L i sa styczne wewnetrznie do okregu o w punktach
A, B odpowiednio, przy czym promien o jest wiekszy od promieni o1 i 0o. Prosta k jest styczna
zewnetrznie do o1 i 0o odpowiednio w punktach C' i D. Proste AC' i BD przecinaja sie w S.
Wykazaé, ze K, L, S sa wspotliniowe.

RozwiAZANIE. Niech O, O1, O oznaczaja $rodki odpowiednich okregow.

Potrzebny nam bedzie fakt, ze S lezy na o. Niech S’ bedzie przecieciem BD z o. Punkty B, Os, O
sa wspoltliniowe, wiec trojkaty BO2D i BOS’ s3 rownoramienne o wspolnym kacie, stad ZBDOy =
/BS’'0, zatem CD jest réwnoleglte do stycznej do o w punkcie S’.

Analogicznie konstruujac z AC punkt S” stwierdzamy, ze styczna w S” jest rowniez rownolegta do
CD, a wiec S’ = S” (punkty S’ i S” leza po tej samej stronie CD).

To dowodzi, ze S’ = S” jest punktem przeciecia AC i BD,
wiec S’ = S.

Korzystajac z poprzedniego zadania, S lezy na K L, czyli na
osi potegowej O; i O jezeli na ABCD da sie opisa¢ okrag.
Trojkaty BOS i BO2D sa réwnoramienne, wiec zachodza
rownosci

£LBAC = Z/BAS = %ABOS =90° - ZOBS
oraz
ZBDC = £ZBDOs + £0:DC = £ZBDOs + 90°

stad
ZBDC + ZBAC = 180°,

czyli na ABCD da sie opisa¢ okrag, co koriczy dowod.



1.3

1.

O$ potegowa
Jesli okregi o1, 02, 03 sa takie, ze 01 Nox = {A, B}, 0o No3 = {C, D}, 03N oy = {E, F}, to proste
AB,CD, EF albo sg wszystkie rownolegle, albo przecinaja sie w jednym punkcie.
ROZWIAZANIE.

Niech S bedzie punktem przeciecia AB i C'D. Skoro sa to osie potegowe to p(S,01) = p(S,02)
i p(S,02) =p(S,03), a wiec rowniez p(S,01) = p(S,03), czyli P € EF.

. Uzasadnij, ze wysokosci w tréjkacie ABC' przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwaz okregi o $rednicach AB, BC, C'A.
ROZWIAZANIE.

Niech 045, 05¢c, 004 0znaczaja okregi o §rednicach AB, BC, C' A odpowiednio. Zauwazmy, ze osiami
potegowymi par okregéw sa wysokosci w trojkacie.

Zaiste niech k oznacza 0§ potegowa oap i oca. Wtedy A € k, gdyz A € oap Noca, a ponadto
k L MapMcal|BC, czyli k jest wysokoscia.

Mxy oznacza $rodek odcinka XY .

. * W szesciokacie wypuklym ABCDEF mamy réwnosci odcinkéw: FA = AB, BC = CD, DE =

EF. Udowodni¢, ze wysokosci trojkatow ABC, CDE, EF A, poprowadzone odpowiednio z wierz-
chotkéw B, D, F' przecinaja sie w jednym punkcie. Rozwaz odp. okregi.

ROZWIAZANIE.
Rozwazmy okregi 04, 0¢,0r o srodkach w A, C, E i promieniach AB,CD, EF odpowiednio.

Analogicznie jak w poprzednim zadaniu udowadniamy, ze osiami potegowymi okregdw sa wysokosci
z tresci zadania.

Osie te maja punkt wspoélny, co konczy dowdd.
* Nieprostopadle przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie w punkcie

E. Wykazaé, ze prosta przechodzaca przez ortocentra BC'E i ADE jest prostopadla do prostej
przechodzacej przez $rodki odcinkéow AB i CD.

Wsk.: udowodnié, zZe ortocentra lezq na osi potegowej okregéw, ktorych srednicami sqg AB i CD.

RozwiaZANIE. Niech dla skrotu oxy oznacza okrag o Srednicy XY, hx dla X € {E, B, C} oznacza

wysoko$¢ w trojkacie EBC wypuszczong z wierzchotka X, a k NI N n oznacza przeciecie prostych
k,l,n.

Niech H oznacza ortocentrum BCFE, innymi stowy H = hg N hp N he. Zauwazmy, ze hg, hg, he
sa osiami potegowymi par okregdéw: oap i 0gp, ogp i 0pc, 0pc 1 ocp.

Stad p(oap, H) = p(logp, H) = p(ogc, H) = plocp, H), czyli H lezy na osi potegowej oap i ocp.
Analogicznie ortocentrum ADE lezy na tej osi, zatem prosta przechodzaca przez te (rézne!) punkty
jest osig potegowa oap i ocp, czyli jest prostopadla do prostej taczacej srodki tych okregow.



