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Potega punktu
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1.1 Teoria

Twierdzenie 1.1 (o siecznych, o stycznej) Dany jest okrgg o
o Srodku O i promieniu R oraz punkt P. Jezeli prosta | przechodzi
przez P i przecina okrqg o w (niekoniecznie réznych) punktach A
i B, to iloczyn |PA| - |PB| nie zalezy od wyboru l, a doktadniej

|PA|-|PB| = ||PO* — R?|.

Definicja 1.2 (potega punktu) Przy powyzszych oznaczeniach liczbe (byé moze ujemnqg!) |POJ? — R?
nazywamy potegq punktu P wzgledem o i oznaczamy p(P,o).

‘Whiosek 1.3

1. p(P,0) < 0 gdy P lezy we wnetrzu kota o brzegu o, p(P,0) = 0 gdy P lezy na o oraz p(P,0) > 0,
gdy P lezy poza o.

2. przy oznaczeniach twierdzenia (nadal dla dowolnej prostej) mamy

p(P,0) = —|PA| - |PB| gdy P lezy wewngtrz o
p(P,0) =|PA|-|PB| inaczej

3. Jezeli P lezy poza okregiem o, to p(P, o) jest kwadratem diugosci stycznej do o przechodzgcej przez P.

Twierdzenie 1.4 Ustalmy dwa niewspotsrodkowe okregi 01,092
o §rodkach O1,05. Zbior punktow P takich, ze p(P,01) = p(P,02)
jest prosta prostopadtqg do O103; nazywamy jg o0siqg potegowa
okregéw o1, 0s. .

Whniosek 1.5 Jezeli okregi przecinajq sie, to prosta przechodzi przez
punkty przeciecia.

Twierdzenie 1.6 (** Brianchona) Jezeli w szesciokgt ABCDEF da sie wpisaé okrgg to przekgine
AD, BE,CF majg punkt wspdlny.

1.2 Zadania
1. Uzasadnij, ze zbiér punktow majacych potege wzgledem danego okregu o réwna p > 0 jest okregiem.

2. Eliminacje do PTM — przypomnienie.
Dane sg okregi O1, Os, przecinajace sie w punktach A, B. Punkt P lezy na prostej AB, proste PX,
PY sa styczne do Oy, O2 odpowiednio. Uzasadni¢, ze ZPXY = ZPY X.

3. Twierdzenie 1.7 (Kryterium wspolokregowosci) Jezeli punkty S, A, B oraz S,C, D le3q od-
powiednio na dwu pdtprostych o poczgtku w S to A, B,C,D lezq na jednym okregu wtedy i tylko
wtedy, gdy |SA|-|SB| =1|SC|-|SD].

4. Uzasadnij, ze teza poprzedniego twierdzenia zachodzi réwniez, gdy S lezy na odcinkach AB i CD.

5. Punkty E, I lezg na bokach AC, AB trojkata ABC odpowiednio. Odcinki BE i C'F przecinaja sie
w M i zachodzi MB- ME = MC - MF. Udowodnij, ze zachodzi AE - AC = AF - AB.



Dane sg okregi 01,02 oraz punkt P. Pélproste k i [ maja poczatek w P i przecinaja: k okrag o;
w A, B, za$ | okrag oo w C, D (A # B, C # D). Udowodni¢, ze na A, B,C, D da si¢ opisa¢ okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy P lezy na osi potegowej 01 i 0o.

Okregi 01, 02 przecinaja sie w punktach K i L i sg styczne wewnetrznie do okregu o w punktach
A, B odpowiednio, przy czym promien o jest wiekszy od promieni o1 i 0o. Prosta k jest styczna
zewnetrznie do o1 i 0y odpowiednio w punktach C' i D. Proste AC' i BD przecinaja sie w S.
Wykazaé, ze K, L, S sa wspotliniowe.

Niedtugo (ale nie teraz ;) udowodnimy, Ze (co najmniej w czesci przypadkow) punkt S lezy na o.

O$ potegowa

1. Jesli okregi 01, 09,05 sa takie, ze 01 Nos = {A, B}, 0o Nos = {C,D}, 03N oy = {E, F}, to proste

AB,CD, EF albo sy wszystkie rownolegte, albo przecinaja sie w jednym punkcie.

Uzasadnij, ze wysokosci w trojkacie ABC przecinaja sie w jednym punkcie.
Rozwaz okregi o $rednicach AB, BC, C'A.
* W szesciokacie wypuklym ABCDEF mamy réwnosci odcinkéw: FA = AB, BC = CD, DE =

EF. Udowodnié, ze wysokosci trojkatow ABC, CDE, EF A, poprowadzone odpowiednio z wierz-
chotkéw B, D, F' przecinaja sie w jednym punkcie. Rozwaz odp. okregi.

* Nieprostopadle przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie w punkcie
E. Wykazaé¢, ze prosta przechodzgca przez ortocentra BCE i ADE jest prostopadta do prostej
przechodzacej przez Srodki odcinkéw AB i CD.

Wsk.: udowodnié, zZe ortocentra lezg na osi potegowej okregéw, ktorych Srednicami sg AB i CD.



