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1.1 Powto6rzenie teorii

Reszty modulo n  Cel: chcemy stwierdzi¢, czy réwnanie ma rozwigzanie w liczbach catkowitych. Mo-
gliby$my sprawdzi¢ wszystkie, ale jest ich nieskonczenie wiele. .. Natomiast reszt z dzielenia przez n jest
skoriczenie wiele, wiec mozemy sprawdzi¢ wszystkie.

Na resztach da sie sensownie dziataé¢: jezeli a = b i ¢ = d (wszystko mod n) to

a+c=b+d modn a—c=b—d modn, ac=bd modn, o™ =b" modn dlakazdego m € Z
Z dzieleniem trzeba ostroznie: mamy 2-2 =4-2 mod 4, ale 2 4 mod 4. Jednak:
jezeli NWD(a,n) =11iak =al modn,tok=1[0 mod n.
Udowodnili$my takze
Twierdzenie 1.1 (Male twierdzenie Fermata). Jezeli p jest liczbg pierwszq, a a jest catkowite, to
a’? =a mod p.

Jezeli p ){a, to a?~' =1 mod p, innymi stowy a-a?~2 =1 mod p, wiec a?~? mozemy NIEFORMALNIE
(na razie) traktowaé jako “a=! mod p”. Kiedys moze pokazemy, ze to ma sens, a jesli nie, to na studiach.

1.2 Zadania

ZADANIE 1
Pokaz, ze jezeli p jest pierwsza, to jedynymi rozwigzaniami réwnania 2 = 1 mod psa 1 mod p i —1
mod p (tzn. kazda liczba catkowita = spetniajgca x2 = 1, przystaje do 1 lub —1 modulo p).

Podaj przyktad, ze bez zalozenia, ze p jest pierwsza, teza zadania nie bytaby prawdziwa.

ZADANIE 2
Udowodnij, ze jesli p jest pierwsza, a a catkowita niepodzielna przez p, to

p—

a7 =1 modplubaprlE—l mod p.

Wywnioskuj, ze szeSciany liczb calkowitych daja z dzielenia przez 7 reszty ze zbioru {0,1,—1}. Co
mozna powiedzie¢ o 5 potegach, 6 potegach itd.?

ZADANIE 3
Udowodnij, ze réwnanie 2% — ¢ = 2012 nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, .
Wskazowka: skorzystaé z wyniku poprzedniego zadania.

ZADANIE 4
Udowodnij, ze réwnanie 2° — y® = 2010 nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, .
Wskazowka: skorzystaé z wyniku poprzedniego poprzedniego zadania.

ZADANIE 5
Niech p > 3 bedzie liczbg pierwsza, udowodni¢, ze
pl6P77 + 3P 4 2P — 1.

(bardzo nieformalnie znaczy to: 1/6 +1/2+1/3 —1 = 0.) trzeba skorzystaé z twierdzenia Fermata, wiec
trzeba wymnozyé przez cos. . .



