The Z is not enough.

1.1 Pierscien ilorazowy

Uwaga: Formalizmy / Watch out: formalisms ahead.
Zalozmy, ze mamy pierscienn R iideal I < R.
Podzielmy pierscien R na zbiory reszt z dzielenia przez I tj. zgodnie z zasada, ze a i b sa w jednym
zbiorze wtedy i tylko wtedy, gdy
a=b modlI

Bardzo formalnie: Tak mozna podzielié, gdyz a = a dla kazdego elementu, a = b jest rownowazne b = a
oraz a = b = c implikuje a = c.

Dla danego a € R reszta a modulo I bede nazywaé zbiér wszystkich elementéw R, ktore przystaja do
elementu a modulo I. Bede ten zbiér oznaczaé¢ jako a mod I.

Twierdze, ze zbior wszystkich reszt to pierScien z dziataniami

(a modI)4+ (b modI)=(a+b mod]I)
—(a mod I)=(—a mod I)
(@ modI)-(b modI)=(ab modI)
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tworzy pierscieni, ktéry nazywam pierscieniem ilorazowym R przez I i oznaczam R/I albo 7.

1.2 Epimorfizmy i izomorfizmy

Na poprzednim kotku potykalismy sie o takie nienazywalne kulturalnie rzeczy jak “widaé, ze to dziatanie
jest na pierwszej wspotrzednej, ale jak to uzasadnié formalnie?”. Do uzasadniania takich rzeczy stuzy
pojecie izomorfizmu.

Intuicyjnie epimorfizm jest sensownq funkcjg na, innymi stowy funkcjg, ktora zachowuje wszystkie
algebraiczne wlasnosci.

Definicja (Epimorfizm) Niech R i R' bedq piericieniami. Epimorfizmem pomiedzy pierscieniami R i
R’ nazywamy kazdg funkcje f : R — S, przyjmujgcq kazdg mozliwg warto$é z S oraz takq, ze

fle+y) = flx)+ fy)
f@-y) = f2)- fy)
Uwaga: +, - z lewej strony wykonywane sa w pierScieniu R, a te z prawej strony — w pierScieniu S.

Lemat Jezeli [ jest epimorfizmem to f(0) jest réwne zeru pierscienia S, a f(1) jest réwne jedynce
pierscienia S, krocej f(0) =0, f(1) = 1.

Dowob.

£(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), stad (odejmujemy od prawe] strony lewa) f(0) = 0.

W pierscieniu S istnieje 1. Funkcja f przyjmuje wszystkie wartoSci, zatem istnieje takie b € R, ze
F(b) = 1.

Obliczam f(1) = f(1)-1= f(1)- f(b) = f(1-b) = f(b) = 1. [

Definicja (Jadro) Dla danego epimorfizmu f : R — S definiujemy jadro f jako

ker f:={re R | f(r) =0}



Lemat Jezeli f: R — S jest epimorfizmem to ker f < R.

Definicja (Izomorfizm) Funkcje f: R — R’ nazywamy izomorfizmem, jezeli f jest réznowartoSciowa.

Jak wiemy istnieje wtedy funkcja f~' : R — R. Dodatkowo f~! zachowuje dodawanie i mnozenie,
wiec f~1 jest rowniez izomorfizmem.

Mowimy, ze piericienie R, R’ sq izomorficzne jezeli istnieje pomiedzy nimi izomorfizm. Zapisujemy
to jako R ~ R'.

Dla algebraika piericienie izomorficzne sg identyczne — cata struktura jest zachowana przez odpowied-
nie przeksztalcenia.

Whniosek Epimorfizm jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jego jadro jest zerowe.

Whiosek Jezeli I jest ideatem R, to przeksztatcenie f: R — R/I dane wzorem
f()=2 mod I

jest epimorfizmem z jadrem 1.

Twierdzenie (* Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie) Jezeli f : R — S jest epimorfizmem to

R ~
ker f

1.3 Przyklady idealéw i pierscieni ilorazowych

1. Motywacjq catej teorii pierscieni (do czasu) byt Z zatem:

Rozwazmy Zn <1 Z. Pierscien ilorazowy % to n-elementowy pierscien reszt z dzielenia przez n.

2. Rozwazmy pier§cienn wielomianéw R[x] i wielomiany bez wyrazu wolnego: zR[x].
Wtedy zR[z] < R[z] oraz

R(z]

zR[x]

~ R

3. Rozwazmy funkcje z odcinka [0, 1] w R, dla dalszego uzycia oznaczmy zbior tych funkcji przez F.
Funkcje te tworza pierscienn z dzialaniami po wartosciach:

(f +9)(@) = f(x) + g(x)
(—H)(@) = —f(z)
(f - 9)(x) = f(x) - g(=)
Podzbior I :={f € F | f(0) = 0} jest ideatem pierscienia F.

* Uzasadnij, ze 7 ~ R.

1.4 Przyklady epimorfizméw i izomorfizmow

1. Jezeli F jest pierscieniem funkcji z [0, 1] w R z dodawaniem i mnozeniem po wartos$ciach (jak wyzej)
to przypisanie funkcji jej wartosci w 0, formalniej ev : F — R dane przez

ev(f) = f(0)
jest epimorfizmem o jadrze {f € F | f(0) = 0}.

2. Pierscienie Z x {0} oraz Z sa izomorficzne przez izomorfizm (z,0) — z.



1.5 Zastosowanie
Lemat Dla dowolnych liczb naturalnych a,b zachodzi réwnowaznosé
NWD(a,b) =1 < istniejg t,u € Z : ta +ub = 1.

Twierdzenie (Algebraiczne chiniskie twierdzenie o resztach) Jezeli liczby kq,. .., k,, s¢ parami
wzglednie pierwsze tj. NWD(k;, k;) =1 dla wszystkich i,j oraz n = kiks ... kn, to
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Whniosek (Chinskie twierdzenie o resztach) Jezeli liczby k1, ..., k., sq parami wzglednie pierwsze
tj. NWD(k;, kj) =1 dla wszystkich 1,5 liczby 1,...,7m s¢ catkowite oraz n = kiks ... ky,, to istnieje
doktadnie jedna liczba catkowita M z przedziatu [0,m) spetniajgca réwnania

M =r; mod k;

M =7y mod ks

M =r, modk,,

Whniosek Funkcja Fulera ¢ jest zdefiniowana dla kazdego n naturalnego jako ilo$é liczb naturalnych
mniejszych od n i wzglednie pierwszych z n.
Jezeli kq, ..., ky sq parami wzglednie pierwsze, to

d(krky .. kp) = @(k1) - p(ka) - ... - ¢(km)

Jezeli n = p{* ...p* jest rozktadem n na czynniki pierwsze, to ¢(n) = ¢(pi*)...o(pe*) = (pi* —
a;—1 ay ap—1
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Zadanie (Tegoroczny Konkurs Matematyczny PB — klasy pierwsze, zadanie 2, uogélnione.)
Niech n = p{* - ...py* bedzie rozktadem liczby naturalnej n > 1 na czynniki pierwsze. Wtedy liczb catko-
witych a z przedziatu [0,n) spelniajgcych réwnanie

a’>=a modn

jest doktadnie 2F.



