
The Z is not enough.

1.1 Pier±cie« ilorazowy

Uwaga: Formalizmy / Watch out: formalisms ahead.
Zaªó»my, »e mamy pier±cie« R i ideaª I CR.
Podzielmy pier±cie« R na zbiory reszt z dzielenia przez I tj. zgodnie z zasad¡, »e a i b s¡ w jednym

zbiorze wtedy i tylko wtedy, gdy
a ≡ b mod I

Bardzo formalnie: Tak mo»na podzieli¢, gdy» a ≡ a dla ka»dego elementu, a ≡ b jest równowa»ne b ≡ a
oraz a ≡ b ≡ c implikuje a ≡ c.

Dla danego a ∈ R reszt¡ a modulo I b¦d¦ nazywa¢ zbiór wszystkich elementów R, które przystaj¡ do
elementu a modulo I. B¦d¦ ten zbiór oznacza¢ jako a mod I.

Twierdz¦, »e zbiór wszystkich reszt to pier±cie« z dziaªaniami

(a mod I) + (b mod I) = (a+ b mod I)

−(a mod I) = (−a mod I)

(a mod I) · (b mod I) = (ab mod I)

tworzy pier±cie«, który nazywam pier±cieniem ilorazowym R przez I i oznaczam R/I albo R
I .

1.2 Epimor�zmy i izomor�zmy

Na poprzednim kóªku potykali±my si¦ o takie nienazywalne kulturalnie rzeczy jak �wida¢, »e to dziaªanie
jest na pierwszej wspóªrz¦dnej, ale jak to uzasadni¢ formalnie?�. Do uzasadniania takich rzeczy sªu»y
poj¦cie izomor�zmu.

Intuicyjnie epimor�zm jest sensown¡ funkcj¡ na, innymi sªowy funkcj¡, która zachowuje wszystkie
algebraiczne wªasno±ci.

De�nicja (Epimor�zm) Niech R i R′ b¦d¡ pier±cieniami. Epimor�zmem pomi¦dzy pier±cieniami R i
R′ nazywamy ka»d¡ funkcj¦ f : R→ S, przyjmuj¡c¡ ka»d¡ mo»liw¡ warto±¢ z S oraz tak¡, »e

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(x · y) = f(x) · f(y)

Uwaga: +, · z lewej strony wykonywane s¡ w pier±cieniu R, a te z prawej strony � w pier±cieniu S.

Lemat Je»eli f jest epimor�zmem to f(0) jest równe zeru pier±cienia S, a f(1) jest równe jedynce
pier±cienia S, krócej f(0) = 0, f(1) = 1.

Dowód.

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0), st¡d (odejmujemy od prawej strony lew¡) f(0) = 0.
W pier±cieniu S istnieje 1. Funkcja f przyjmuje wszystkie warto±ci, zatem istnieje takie b ∈ R, »e

f(b) = 1.
Obliczam f(1) = f(1) · 1 = f(1) · f(b) = f(1 · b) = f(b) = 1. �

De�nicja (J¡dro) Dla danego epimor�zmu f : R→ S de�niujemy j¡dro f jako

ker f := {r ∈ R | f(r) = 0}



Lemat Je»eli f : R→ S jest epimor�zmem to ker f CR.

De�nicja (Izomor�zm) Funkcj¦ f : R→ R′ nazywamy izomor�zmem, je»eli f jest ró»nowarto±ciowa.
Jak wiemy istnieje wtedy funkcja f−1 : R′ → R. Dodatkowo f−1 zachowuje dodawanie i mno»enie,

wi¦c f−1 jest równie» izomor�zmem.
Mówimy, »e pier±cienie R,R′ s¡ izomor�czne je»eli istnieje pomi¦dzy nimi izomor�zm. Zapisujemy

to jako R ' R′.
Dla algebraika pier±cienie izomor�czne s¡ identyczne � caªa struktura jest zachowana przez odpowied-

nie przeksztaªcenia.

Wniosek Epimor�zm jest izomor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy jego j¡dro jest zerowe.

Wniosek Je»eli I jest ideaªem R, to przeksztaªcenie f : R→ R/I dane wzorem

f(x) = x mod I

jest epimor�zmem z j¡drem I.

Twierdzenie (* Pierwsze twierdzenie o izomor�zmie) Je»eli f : R→ S jest epimor�zmem to

R

ker f
' S

1.3 Przykªady ideaªów i pier±cieni ilorazowych

1. Motywacj¡ caªej teorii pier±cieni (do czasu) byª Z zatem:

Rozwa»my ZnC Z. Pier±cie« ilorazowy Z
Zn to n-elementowy pier±cie« reszt z dzielenia przez n.

2. Rozwa»my pier±cie« wielomianów R[x] i wielomiany bez wyrazu wolnego: xR[x].
Wtedy xR[x]C R[x] oraz

R[x]
xR[x]

' R

3. Rozwa»my funkcje z odcinka [0, 1] w R, dla dalszego u»ycia oznaczmy zbiór tych funkcji przez F .
Funkcje te tworz¡ pier±cie« z dziaªaniami po warto±ciach:

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

(−f)(x) := −f(x)

(f · g)(x) := f(x) · g(x)

Podzbiór I := {f ∈ F | f(0) = 0} jest ideaªem pier±cienia F .
* Uzasadnij, »e FI ' R.

1.4 Przykªady epimor�zmów i izomor�zmów

1. Je»eli F jest pier±cieniem funkcji z [0, 1] w R z dodawaniem i mno»eniem po warto±ciach (jak wy»ej)
to przypisanie funkcji jej warto±ci w 0, formalniej ev : F → R dane przez

ev(f) = f(0)

jest epimor�zmem o j¡drze {f ∈ F | f(0) = 0}.

2. Pier±cienie Z× {0} oraz Z s¡ izomor�czne przez izomor�zm (z, 0)→ z.



1.5 Zastosowanie

Lemat Dla dowolnych liczb naturalnych a, b zachodzi równowa»no±¢

NWD(a, b) = 1⇔ istniej¡ t, u ∈ Z : ta+ ub = 1.

Twierdzenie (Algebraiczne chi«skie twierdzenie o resztach) Je»eli liczby k1, . . . , km s¡ parami
wzgl¦dnie pierwsze tj. NWD(ki, kj) = 1 dla wszystkich i, j oraz n = k1k2 . . . km, to

Z
Zn
' Z

Zk1
× Z

Zk2
× · · · × Z

Zkm

Wniosek (Chi«skie twierdzenie o resztach) Je»eli liczby k1, . . . , km s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze
tj. NWD(ki, kj) = 1 dla wszystkich i, j liczby r1, . . . , rm s¡ caªkowite oraz n = k1k2 . . . km, to istnieje
dokªadnie jedna liczba caªkowita M z przedziaªu [0, n) speªniaj¡ca równania

M ≡ r1 mod k1

M ≡ r2 mod k2

. . .

M ≡ rm mod km

Wniosek Funkcja Eulera φ jest zde�niowana dla ka»dego n naturalnego jako ilo±¢ liczb naturalnych
mniejszych od n i wzgl¦dnie pierwszych z n.

Je»eli k1, . . . , km s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze, to

φ(k1k2 . . . km) = φ(k1) · φ(k2) · . . . · φ(km)

Je»eli n = pa1
1 . . . pak

k jest rozkªadem n na czynniki pierwsze, to φ(n) = φ(pa1
1 ) . . . φ(pak

k ) = (pa1
1 −

pa1−1
1 ) · . . . ·

(
pak

k − p
ak−1
k

)
.

Zadanie (Tegoroczny Konkurs Matematyczny PB � klasy pierwsze, zadanie 2, uogólnione.)
Niech n = pa1

1 · . . . p
ak

k b¦dzie rozkªadem liczby naturalnej n > 1 na czynniki pierwsze. Wtedy liczb caªko-
witych a z przedziaªu [0, n) speªniaj¡cych równanie

a2 ≡ a mod n

jest dokªadnie 2k.


