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Zadania z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistów

1. W turnieju tenisa stoªowego uczestniczyªo 2n zawodników. Ka»dy zawodnik rozegraª z ka»dym
innym co najwy»ej 1 mecz. Po turnieju okazaªo si¦, »e dokªadnie n zawodników rozegraªo po dwa
mecze, a pozostaªych n zawodników po trzy mecze. Wyznacz wszystkie liczby caªkowite dodatnie
n, dla których jest to mo»liwe.

2. Dany jest okr¡g o ±rodku S oraz punkt D le»¡cy na tym okr¦gu. Ci¦ciwa AB przecina odcinek SD
w punkcie C, ró»nym od S. Wyka», »e |AB| > 2|CD|.

3. Dany jest równolegªobok ABCD oraz punkt E nale»¡cy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy
prost¡ k równolegª¡ do AE. Na prostej k obieramy takie punkty K, L, »e czworok¡t AEKL jest
równolegªobokiem. Udowodnij, »e równolegªoboki ABCD i AEKL maj¡ równe pola.

4. Ka»da z liczb x1, x2, · · · , x101 jest równa ±1. Wyznacz najmniejsz¡ mo»liw¡ warto±¢ wyra»enia

x1x2 + x2x3 + · · ·+ x100x101 + x101x1

5. Dany jest kwadrat ABCD o boku 1 oraz prosta l przechodz¡ca przez jego ±rodek. Niech a, b, c, d
oznaczaj¡ odlegªo±ci punktów A, B,C, D od prostej l. Wykaza¢, »e a2 + b2 + c2 + d2 = 1.
Rozwi¡zanie:
Mo»emy tak zmieni¢ naweznictwo wierzchoªków, »e l b¦dzie przecinaªa bok AB kwadratu ABCD
(by¢ mo»e w A lub w B) i wierzchoªki A, B,C, D b¦d¡ posortowane przeciwnie do wskazówek zegara
wzgl¦dem ±rodka kwadratu. Nie zmieni to niczego w tezie.
Je»eli prosta l przechodzi przez wierzchoªek kwadratu, to jej odlegªo±ci od 2 wierzchoªków b¦d¡

wynosi¢
√

2
2 , a od pozostaªych dwóch 0, wi¦c teza zachodzi. Dalej zakªadamy, »e l nie przechodzi

przez »aden wierzchoªek.
Niech A′ oznacza rzut A na l, a B′ rzut B na l oraz niech O oznacza ±rodek kwadratu ABCD, a
E ±rodek boku AB. Skoro prosta l nie przechodzi przez A ani przez B, to A′ 6= A i B′ 6= B, wi¦c
proste AA′, BB′ s¡ okre±lone poprawnie.
Rozwa»my obrót O−90◦

E o −90◦ wokóª E. Przenosi on A na O, a O na B, przenosi on wi¦c prost¡

AA′ na prost¡ do niej prostopadª¡ i przechodz¡c¡ przez obraz punktu A: O−90◦

E (A) = O, a wi¦c
przenosi on AA′ na l.
Analogicznie stwierdzamy, »e obrót ten przenosi l na prost¡ prostopadª¡ do l i przechodz¡c¡ przez
O−90◦

E (O), a wi¦c przenosi on l na BB′. St¡d wnosimy, »e przenosi on punkt przeci¦cia AA′ z l na

punkt przeci¦cia l z BB′, a wi¦c przenosi on A′ na B′: O−90◦

E (A′) = B′!

Tym samym jest O−90◦

E (A) = O i O−90◦

E (A′) = B′, a wi¦c O−90◦

E (AA′) = OB′, wi¦c |AA′| = |OB′|
i obliczamy

|AA′|2 + |BB′|2 = |OB′|2 + |BB′|2 = |OB|2 = (
√

2
2

)2 =
1
2

Analogicznie |CC ′|2 + |DD′|2 = 1
2 , co daje tez¦.

6. Wyznacz wszystkie takie pary (a, b) liczb caªkowitych dodatnich, »e liczba a + b jest pierwsza oraz
liczba a3 + b3 jest podzielna przez 3.
Rozwi¡zanie:
Sposób 1. Maªe twierdzenie Fermata orzeka, »e je±li p jest liczb¡ pierwsz¡, to

ap ≡ a mod p
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dla wszystkich a caªkowitych.
Stosuj¡c je do p = 3 otrzymujemy a3 ≡ a mod 3, a wi¦c a3 + b3 ≡ a + b mod 3. Z tre±ci zadania
3|a3 + b3, a wi¦c 3|a + b. Ale a + b miaªo by¢ pierwsze, wi¦c a + b = 3, czyli (a, b) = (1, 2) lub
(a, b) = (2, 1). Obie te pary speªniaj¡ warunki zadania.

Rozwi¡zanie:
Sposób 2. Zamiast udowadnia¢ to»samo±¢ a3 ≡ a mod 3 korzystaj¡c z maªego twierdzenia Fer-
mata, udowodnijmy j¡ wprost rozpatruj¡c wszystkie reszty z dzielenia przez 3:

03 = 0, 13 = 1, 23 = 8 ≡ 2 mod 3

Dalsze rozumowanie jak w sposobie 1.

Rozwi¡zanie:
Sposób 3. (Marty) Skorzystajmy ze wzoru skróconego mno»enia:

a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)

Je»eli 3|a + b to rozumujemy jak w sposobie 1, je»eli nie, to z 3|a3 + b3 wynika 3|a2 − ab + b2.
Sprawdzamy 9 kombinacji reszt z dzielenia przez 3 i dochodzimy w ka»dym wypadku do wniosku,
»e je»eli 3 6 |a + b, to 3 6 |a2 − ab + b2.

7. Czy wierzchoªki 20-k¡ta foremnego mo»na tak ponumerowa¢ liczbami 1, 2, · · · , 20, aby u»y¢ wszyst-
kich tych liczb oraz aby dla ka»dych czterech kolejnych wierzchoªków suma ich numerów byªa
mniejsza od 43?

8. Liczby a, b, c s¡ dodatnie. Wyka», »e

a

a + 1
+

b

(a + 1)(b + 1)
+

c

(a + 1)(b + 1)(c + 1)
< 1

Rozwi¡zanie:
Sposób 1 Oczywi±cie nierówno±¢ t¦ mo»na udowodni¢ wprost przez sprowadzenie do wspólnego
mianownika i jest to zapewne najszybsza metoda.
Obliczenia staj¡ si¦ jednak do±¢ paskudne. Mo»na wpa±¢ na pomysª rozªo»enia a

a+1 na 1 − 1
a+1 .

Jest to o tyle intuicyjnie, »e chcemy z lewej strony otrzyma¢ 1, któr¡ mamy z prawej. Obliczamy
wi¦c:

a

a + 1
= 1− 1

a + 1
a

a + 1
+

b

(a + 1)(b + 1)
= 1 +

b

(a + 1)(b + 1)
− b + 1

(a + 1)(b + 1)
= 1− 1

(a + 1)(b + 1)

a

a + 1
+

b

(a + 1)(b + 1)
+

c

(a + 1)(b + 1)(c + 1)
=

1− c + 1
(a + 1)(b + 1)(c + 1)

+
c

(a + 1)(b + 1)(c + 1)
= 1− 1

(a + 1)(b + 1)(c + 1)
< 1

To dowodzi tezy w sposób mniej rachunkowy.
Rozwi¡zanie:
Sposób 2 Je»eli brzydzimy si¦ rachunkami, to mo»emy popatrze¢ na nierówno±¢ z zadania pod
k¡tem ka»dej ze zmiennych. Nierówno±¢ ta jest �najprostsza� je»eli popatrzymy na zmienn¡ c,
która wystepuje tylko w wyra»eniu c

c+1 . Wyra»enie to, gdy c > 0, przyjmuje warto±ci z przedziaªu
(0, 1). Mo»emy wi¦c oszacowa¢ c

c+1 < 1 (a jest to dobre oszacowanie, bo to wyra»enie przyjmuje
warto±ci dowolnie bliskie) i

a

a + 1
+

b

(a + 1)(b + 1)
+

c

(a + 1)(b + 1)(c + 1)
<

a

a + 1
+

b

(a + 1)(b + 1)
+

1
(a + 1)(b + 1)

=
a

a + 1
+

1
a + 1

= 1
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9. Okr¡g o promieniu 1 jest wpisany w czworok¡t wypukªy ABCD. Okr¡g ten jest styczny do boków
AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L,M,N . Wiadomo, »e

∠KLM = 4∠AKN oraz ∠KNM = 4∠BKL

Obliczy¢ dªugo±¢ LN .
Rozwi¡zanie:
Czworok¡t KLMN jest wpisany w okr¡g z zadania, wi¦c

∠KLM + ∠KNM = 180◦

St¡d obliczam ∠AKN + ∠BKL = 45◦. Jest ponadto ∠AKN + ∠NKL + ∠LKB = 180◦, wi¦c
∠NKL = 135◦, czyli ∠NML = 45◦ i ∠NOL = 90◦, gdzie O to ±rodek okr¦gu. Trójk¡t 4NOL
jest wi¦c prostok¡tny równoramienny i |NL|2 = 12 + 12, |NL| =

√
2.

10. W przestrzeni danych jest 6 punktów, z których »adne 4 nie le»¡ na jednej pªaszczy¹nie. �¡cz¡c
niektóre z tych punktów narysowano 10 odcinków. Wyka», »e w ten sposób uzyskano co najmniej
jeden trójk¡t.

zadania pochodz¡ z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistów, zamieszczone rozwi¡zania zada« z I etapów nie s¡ w »aden

sposób uwierzytelnione przez OMG, rozwi¡zania pozostaªych zada« znajduj¡ si¦ na stronie http://sem.edu.pl/omg/

2 Dirichlety, jeden trudniejszy, drugi standardowy

1. Niech M b¦dzie 10 elementowym podzbiorem zbioru {1, 2, · · · , 100}. Dowie±¢, »e zbiór M zawiera
2 rozª¡czne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementów.
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my najpierw, »e je»eli znajdziemy w M dwa ró»ne niepuste podzbiory o równych sumach
elementów, to mo»emy od ka»dego z tych pozbiorów odj¡¢ ich cz¦±¢ wspóln¡, otrzymuj¡c 2 rozª¡czne
podzbiory o równych sumach elementów. Ponadto, zbiory te s¡ niepuste. Dowodzimy tego przez
zaprzeczenie: gdyby który± ze zbiorów byª pusty, to miaªby sum¦ równ¡ 0, a wi¦c drugi zbiór
miaªby sum¦ równ¡ 0, a skoro wszystkie elementy s¡ dodatnie, to byªby on równie» pusty, czyli
zbioru pocz¡tkowe (przed odj¦ciem cz¦±ci wspólnej) byªyby równe. Sprzeczno±¢.
Odnajdziemy teraz w M dwa ró»ne podzbiory o równych sumach. Podzbiory M maj¡ sumy w
zakresie od 1 do 100+99+98+ · · ·+91 < 1000, ró»nych sum jest wi¦c nie wi¦cej ni» 1000−1+1 =
1000. Ró»nych niepustych podzbiorów M jest 210 − 1 = 1023 > 1000. St¡d wynika, »e pewne 2
ró»ne podzbiory maj¡ równe sumy.

2. ** Niech M b¦dzie 10 elementowym podzbiorem zbioru {0, 1, 2, · · · , 99}. Dowie±¢, »e zbiór M
zawiera 2 rozª¡czne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementów.

zadania ze zbiorów V LO w Krakowie
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