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Zadania z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

1. W turnieju tenisa stolowego uczestniczylo 2n zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegral z kazdym
innym co najwyzej 1 mecz. Po turnieju okazalo sie, ze doktadnie n zawodnikéw rozegrato po dwa
mecze, a pozostalych n zawodnikéw po trzy mecze. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie
n, dla ktorych jest to mozliwe.

2. Dany jest okrag o §rodku S oraz punkt D lezacy na tym okregu. Cieciwa AB przecina odcinek SD
w punkcie C, réznym od S. Wykaz, ze |AB| > 2|CD|.

3. Dany jest rownoleglobok ABC D oraz punkt E nalezacy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy
prosta k rownoleglta do AE. Na prostej k obieramy takie punkty K, L, ze czworokat AEK L jest
rownoleglobokiem. Udowodnij, ze rownolegloboki ABCD i AEK L maja rowne pola.

4. Kazda z liczb z1, 29, - , 2101 jest rtéwna +1. Wyznacz najmniejsza mozliwg wartosé wyrazenia

T1X2 + Tox3 + -+ + T100%101 + T10121

5. Dany jest kwadrat ABCD o boku 1 oraz prosta [ przechodzaca przez jego §rodek. Niech a,b,c,d
oznaczaja odlegtoéci punktow A, B, C, D od prostej . Wykazaé, ze a® + b? + c® + d? = 1.
Rozwigzanie:

Mozemy tak zmieni¢ naweznictwo wierzchotkéw, ze [ bedzie przecinala bok AB kwadratu ABC'D
(by¢ moze w A lub w B) i wierzchotki A, B, C, D beda posortowane przeciwnie do wskazowek zegara,
wzgledem $rodka kwadratu. Nie zmieni to niczego w tezie.

Jezeli prosta [ przechodzi przez wierzchotek kwadratu, to jej odlegtosci od 2 wierzchotkéw beda
wynosi¢ %, a od pozostalych dwéch 0, wiec teza zachodzi. Dalej zakladamy, ze [ nie przechodzi
przez zaden wierzchotek.

Niech A’ oznacza rzut A na [, a B’ rzut B na [ oraz niech O oznacza $rodek kwadratu ABCD, a
FE érodek boku AB. Skoro prosta [ nie przechodzi przez A ani przez B, to A’ # A1 B’ # B, wiec
proste AA’, BB’ sg okreslone poprawnie.

Rozwazmy obrot OEQOO 0 —90° wokét E. Przenosi on A na O, a O na B, przenosi on wiec prostg
AA’ na prosta do niej prostopadly i przechodzaca przez obraz punktu A: OEQOO (A) = O, a wiec
przenosi on AA’ na l.

Analogicznie stwierdzamy, ze obrét ten przenosi [ na prosta prostopadly do [ i przechodzacy przez
0}5900 (0), a wiec przenosi on [ na BB’. Stad wnosimy, ze przenosi on punkt przeciecia AA’ z [ na
punkt przeciecia [ z BB’, a wiec przenosi on A’ na B’ OEQOO (A" = B

Tym samym jest 015900 (A)=01i 015900 (A") = B', a wiec 0;3900 (AA") = OB', wiec |AA'| = |OB’|
i obliczamy

[AA'? +|BB']* = |OB'|* + |BB'|* = |0B|* = (
Analogicznie |CC'|2 4+ |DD'|? = 1, co daje teze.

6. Wyznacz wszystkie takie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich, ze liczba a + b jest pierwsza oraz
liczba a® + b? jest podzielna przez 3.
Rozwiazanie:
Sposéb 1. Male twierdzenie Fermata orzeka, ze jesli p jest liczba pierwsza, to

a’? =a mod p



dla wszystkich a catkowitych.

Stosujac je do p = 3 otrzymujemy a® = a mod 3, a wiec a® + b3 = a+b mod 3. Z tresci zadania
3la® + b, a wiec 3|la + b. Ale a + b mialo by¢ pierwsze, wiec a + b = 3, czyli (a,b) = (1,2) lub
(a,b) = (2,1). Obie te pary spelniaja warunki zadania.

Rozwiazanie:
Sposéb 2. Zamiast udowadniaé¢ tozsamos$é a® = a mod 3 korzystajac z maltego twierdzenia Fer-
mata, udowodnijmy ja wprost rozpatrujac wszystkie reszty z dzielenia przez 3:

3

0°=0, 1°=1, 22=8=2 mod 3
Dalsze rozumowanie jak w sposobie 1.

Rozwiazanie:
Spos6b 3. (Marty) Skorzystajmy ze wzoru skroconego mnozenia:

a® 4+ 0% = (a+b)(a® — ab+ b?)

Jezeli 3|a + b to rozumujemy jak w sposobie 1, jezeli nie, to z 3|a® + b® wynika 3|a? — ab + b?.
Sprawdzamy 9 kombinacji reszt z dzielenia przez 3 i dochodzimy w kazdym wypadku do wniosku,
ze jezeli 3 fa + b, to 3 fa® — ab + b?.

. Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé liczbami 1,2, --- | 20, aby uzy¢ wszyst-
kich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech kolejnych wierzchotkéw suma ich numeréw byta
mniejsza od 437

. Liczby a, b, c sa dodatnie. Wykaz, ze

a b c

1 T @ DD @ )LD

Rozwiazanie:

Sposéb 1 Oczywiscie nierownosé te mozna udowodni¢ wprost przez sprowadzenie do wspolnego
mianownika i jest to zapewne najszybsza metoda.

Obliczenia staja si¢ jednak dos¢ paskudne. Mozna wpasé na pomyst rozlozenia 47 na 1 — a%rl
Jest to o tyle intuicyjnie, ze chcemy z lewej strony otrzymaé 1, ktéra mamy z prawej. Obliczamy
wiec:

a . 1
a+1 a+1
L b 14 b B b+1 1 1
a+1l (a+1)(b+1) (a+1)(b+1) (a+1)(b+1) (a+1)(b+1)
a b c
+ + =
a+1l (a+1)0b+1) (a+1)(b+1)(c+1)
_ c+1 n c 1 1 <1
(a+ Db+ D(c+1)  (a+1)b+1)(c+1) (a+1)(b+1)(c+1)
To dowodzi tezy w spos6b mniej rachunkowy.
Rozwigzanie:

Sposdéb 2 Jezeli brzydzimy sie rachunkami, to mozemy popatrzeé¢ na nieréwnosé z zadania pod

katem kazdej ze zmiennych. Nieréwno$¢ ta jest ,najprostsza” jezeli popatrzymy na zmienng c,
ktora wystepuje tylko w wyrazeniu —. Wyrazenie to, gdy ¢ > 0, przyjmuje wartosci z przedziatu

c+1°
(0,1). Mozemy wiec oszacowaé a1 <1 (a jest to dobre oszacowanie, bo to wyrazenie przyjmuje
wartosci dowolnie bliskie) i

a b c a b 1 a 1

a1 @ rD0+) @rDOF DD “atrl @i+ D @rDGTD

a+1+a+1 -



9. Okrag o promieniu 1 jest wpisany w czworokat wypukly ABCD. Okrag ten jest styczny do bokow
AB,BC,CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Wiadomo, ze

LKLM =4/AKN oraz /ZKNM =4/BKL

Obliczy¢ diugosé LN.
Rozwigzanie:
Czworokat K LM N jest wpisany w okrag z zadania, wiec

ZKLM + ZKNM = 180°

Stad obliczam ZAKN + /BKL = 45°. Jest ponadto ZAKN + /NKL + ZLKB = 180°, wiec
/NKL = 135°, czyli ZNML = 45° i ZNOL = 90°, gdzie O to $rodek okregu. Trojkat ANOL
jest wiec prostokatny réwnoramienny i |[NL|? = 12 4 12, |NL| = V2.

10. W przestrzeni danych jest 6 punktéw, z ktérych zadne 4 nie leza na jednej plaszczyznie. Laczac
niektore z tych punktéw narysowano 10 odcinkéw. Wykaz, ze w ten sposéb uzyskano co najmniej
jeden trojkat.

zadania pochodza z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow, zamieszczone rozwigzania zadan z I etapéw nie sa w zaden
sposob uwierzytelnione przez OMG, rozwiazania pozostalych zadan znajduja sie na stronie http://sem.edu.pl/omg/

2 Dirichlety, jeden trudniejszy, drugi standardowy

1. Niech M bedzie 10 elementowym podzbiorem zbioru {1,2,---,100}. Dowies¢, ze zbior M zawiera
2 roztaczne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementéw.
Rozwiazanie:
Zauwazmy najpierw, ze jezeli znajdziemy w M dwa rézne niepuste podzbiory o réwnych sumach
elementéw, to mozemy od kazdego z tych pozbioréw odjac ich cze§é wspoélna, otrzymujac 2 roztaczne
podzbiory o réwnych sumach elementéw. Ponadto, zbiory te sa niepuste. Dowodzimy tego przez
zaprzeczenie: gdyby ktoéry$§ ze zbioréw byl pusty, to mialby sume réwnag 0, a wiec drugi zbiér
mialby sume réwng 0, a skoro wszystkie elementy sa dodatnie, to bylby on réwniez pusty, czyli
zbioru poczatkowe (przed odjeciem czesci wspdlnej) byltyby réwne. Sprzecznosé.
Odnajdziemy teraz w M dwa roézne podzbiory o réwnych sumach. Podzbiory M maja sumy w
zakresie od 1 do 100499498 + - - - +91 < 1000, r6znych sum jest wiec nie wiecej niz 1000 —1+4+1 =
1000. Roéznych niepustych podzbioréw M jest 219 — 1 = 1023 > 1000. Stad wynika, ze pewne 2
rézne podzbiory maja réwne sumy.

2. ** Niech M bedzie 10 elementowym podzbiorem zbioru {0,1,2,---,99}. Dowies¢, ze zbior M
zawiera 2 roztaczne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementow.

zadania ze zbiorow V LO w Krakowie



