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Zadania z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistów

1. W turnieju tenisa stoªowego uczestniczyªo 2n zawodników. Ka»dy zawodnik rozegraª z ka»dym
innym co najwy»ej 1 mecz. Po turnieju okazaªo si¦, »e dokªadnie n zawodników rozegraªo po dwa
mecze, a pozostaªych n zawodników po trzy mecze. Wyznacz wszystkie liczby caªkowite dodatnie
n, dla których jest to mo»liwe.

2. Dany jest okr¡g o ±rodku S oraz punkt D le»¡cy na tym okr¦gu. Ci¦ciwa AB przecina odcinek SD
w punkcie C, ró»nym od S. Wyka», »e |AB| > 2|CD|.

3. Dany jest równolegªobok ABCD oraz punkt E nale»¡cy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy
prost¡ k równolegª¡ do AE. Na prostej k obieramy takie punkty K, L, »e czworok¡t AEKL jest
równolegªobokiem. Udowodnij, »e równolegªoboki ABCD i AEKL maj¡ równe pola.

4. Ka»da z liczb x1, x2, · · · , x101 jest równa ±1. Wyznacz najmniejsz¡ mo»liw¡ warto±¢ wyra»enia

x1x2 + x2x3 + · · ·+ x100x101 + x101x1

5. Dany jest kwadrat ABCD o boku 1 oraz prosta l przechodz¡ca przez jego ±rodek. Niech a, b, c, d
oznaczaj¡ odlegªo±ci punktów A, B,C, D od prostej l. Wykaza¢, »e a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

6. Wyznacz wszystkie takie pary (a, b) liczb caªkowitych dodatnich, »e liczba a + b jest pierwsza oraz
liczba a3 + b3 jest podzielna przez 3.

7. Czy wierzchoªki 20-k¡ta foremnego mo»na tak ponumerowa¢ liczbami 1, 2, · · · , 20, aby u»y¢ wszyst-
kich tych liczb oraz aby dla ka»dych czterech kolejnych wierzchoªków suma ich numerów byªa
mniejsza od 43?

8. Liczby a, b, c s¡ dodatnie. Wyka», »e

a

a + 1
+

b

(a + 1)(b + 1)
+

c

(a + 1)(b + 1)(c + 1)
< 1

9. Okr¡g o promieniu 1 jest wpisany w czworok¡t wypukªy ABCD. Okr¡g ten jest styczny do boków
AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L,M,N . Wiadomo, »e

∠KLM = 4∠AKN oraz ∠KNM = 4∠BKL

Obliczy¢ dªugo±¢ LN .

10. W przestrzeni danych jest 6 punktów, z których »adne 4 nie le»¡ na jednej pªaszczy¹nie. �¡cz¡c
niektóre z tych punktów narysowano 10 odcinków. Wyka», »e w ten sposób uzyskano co najmniej
jeden trójk¡t.
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2 Dirichlety, jeden trudniejszy, drugi standardowy

1. Niech M b¦dzie 10 elementowym podzbiorem zbioru {1, 2, · · · , 100}. Dowie±¢, »e zbiór M zawiera
2 rozª¡czne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementów.

2. ** Niech M b¦dzie 10 elementowym podzbiorem zbioru {0, 1, 2, · · · , 99}. Dowie±¢, »e zbiór M za-
wiera 2 rozª¡czne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementów.

Wskazówka: Odrzuci¢ cz¦±¢ podzbiorów M , »eby zaostrzy¢ ograniczenia, nie rozwa»a¢ ograniczenia
dolnego i górnego osobno.
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