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Caªkiem mo»liwe, »e co± poni»ej jest nie tak. Je±li zauwa»ycie co± piszcie! I nie my±lcie, »e si¦ wygªu-
picie.

Zadanie 1

Czy liczba
√
2 jest wymierna?

Szkic rozwi¡zania
Je»eli

√
2 = p/q, gdzie p, q caªkowite, to 2q2 = p2. Najwy»sza pot¦ga 2 dziel¡ca liczb¦ po lewej stronie

jest parzysta, a po prawej � nieparzysta.
Identyczne rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla dowolnej innej liczby

√
n, o ile n nie jest kwadratem

liczby caªkowitej. Zamiast 2 analizuje si¦ wtedy pot¦gi liczb pierwszych dziel¡cych n.
Dobrym wnioskiem z tego zadania jest ogólna i banalna, lecz u»yteczna prawda: je»eli liczba A jest

niewymierna, a b wymierna, to wyra»enie b ·A jest wymierne tylko je±li b = 0.

Zadanie 2

Czy liczba
3
√√

2 + 1 jest wymierna?

Rozwi¡zanie.
Nie. Pot¦gi liczby wymiernej s¡ wymierne, wi¦c gdyby liczba z zadania byªa wymierna, wymierna

byªaby tak»e
√
2 + 1, a wi¦c i

√
2, co nie jest prawd¡.

Zadanie 3

Czy liczba (1−
√
2)2 + (1 +

√
2)2 jest wymierna?

?. Czy liczba (1−
√
2)2012 + (1 +

√
2)2012 jest wymierna?

Rozwi¡zanie.

1. Liczba ta jest równa 6, a wi¦c jest wymierna.

2. Sytuacja jest identyczna jak w poprzednim podpunkcie. Tutaj, zamiast oblicza¢ wynik bezpo±rednio
korzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona. Gªosi on, »e dla dowolnych liczb a, b zachodzi

(a+ b)n =

(
n

0

)
· an +

(
n

1

)
· an−1b+

(
n

2

)
· an−2b2 . . .+

(
n

n− 1

)
· abn−1 +

(
n

n

)
· bn

gdzie
(
n
∗
)
s¡ liczbami caªkowitymi niezale»nymi od a, b (wzór podaje równie», »e

(
n
k

)
= n!(k!(n −

k)!)−1, ale nie b¦dzie nam to potrzebne.

Wobec tego, ze wzoru

(1 +
√
2)2012 =

(
2012

0

)
+

(
2012

1

)√
2 +

(
2012

2

)
· 2 + . . . oraz

(1−
√
2)2012 = (1 + (−

√
2))2012 =

(
2012

0

)
−
(
2012

1

)√
2 +

(
2012

2

)
· 2− . . .

z tych wzorów wynika, »e liczba niewymierna
(
n
k

)
·
√
2
k
skróci si¦ (bo k jest nieparzyste!) z

(
n
k

)
·(−
√
2)k

i otrzymana liczba b¦dzie wymierna, a wi¦c caªkowita.

Zadanie 4

Udowodnij, »e liczba
√
2 +
√
3 nie jest wymierna.

?. Czy liczba
√
2 +
√
3 +
√
6 jest wymierna? Wskazówka:

√
6 =
√
2 ·
√
3, pozb¡d¹ si¦

√
3.

?. Czy liczba
√
2 +
√
3 +
√
5 jest wymierna?

Szkic rozwi¡zania



1. Gdyby
√
2+
√
3 byªa wymierna, po podniesieniu jej do kwadratu stwierdziliby±my, »e 5+ 2

√
6 jest

wymierne, co nie jest prawd¡ (patrz zadanie 1).

2. Przykªadowe rozwi¡zanie.

Niech w :=
√
2 +
√
3 +
√
6 b¦dzie wymierna, wtedy

w2 − 2w
√
6 + 6 = (w −

√
6)2 = (

√
2 +
√
3)2 = 5 + 2

√
6

Skoro
√
6 jest niewymierne, to jego wyst¡pienia z obu stron skracaj¡ si¦, wi¦c w = −1. Co jest

nonsensem, bo w > 0 z de�nicji.

Inne rozwi¡zanie

Tak jak poprzednio oznaczamy w, ale tym razem przeksztaªcamy równanie do postaci√
2 +
√
3 · (
√
2 + 1) = w, st¡d

√
3 =

w −
√
2√

2 + 1
= (w −

√
2) · (
√
2− 1) = (w + 1) ·

√
2 + (−2− w)

po podniesieniu do kwadratu stwierdzamy, »e
√
2 · (w+1) · (−w− 2) jest wymierne, st¡d w+1 = 0

lub −w − 2 = 0, oba przypadki wykluczone przez proste szacowanie w > 3.

3. Znowu: niech w :=
√
2 +
√
3 +
√
5, wtedy w −

√
5 =
√
2 +
√
3 i (u»ywamy q na oznaczenie liczby

wymiernej, która nas nie obchodzi)

(w −
√
5)2 − (

√
2 +
√
3)2 = 0 czyli − 2w

√
5− 2

√
6 + q = 0, q ∈ Q

Przerzucaj¡c q na drug¡ stron¦ i znowu podnosz¡c do kwadratu stwierdzamy, »e 8 · w ·
√
30 jest

wymierne, wi¦c w = 0. Co jest bez sensu, skoro w > 0.

Lemat 1.1. Liczba wymierna p/q (p, q s¡ caªkowite) jest pierwiastkiem wielomianu P (x) = xn +
an−1x

n−1 + . . .+ a0 o wspóªczynnikach caªkowitych. Uzasadnij, »e p/q jest caªkowite.

Dowód. Skracaj¡c uªamek mo»emy zaªo»y¢, »e p i q nie maj¡ wspólnych dzielników pierwszych.
Podstawmy p/q pod x otrzymuj¡c(

p

q

)n

+ an−1 ·
(
p

q

)n−1

+ . . .+ a0 = 0

i pomnó»my przez qn−1 otrzymuj¡c

pn

q
+ an−1 · pn−1 + an−2 · pn−2q + . . .+ a0 · qn−1 = 0

Wszystkie wyrazy sumy poza pn/q s¡ caªkowite, wi¦c i pn/q jest caªkowite. A st¡d wynika, »e i p/q jest
caªkowite (patrz na rozkªad na czynniki pierwsze).

Zadanie 5

Udowodnij, »e je±li x jest caªkowity, to liczba
√
x jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy jest caªkowita.

Udowodnij ponownie, »e liczba
√
3 nie jest wymierna.

Rozwi¡zanie.
Liczba

√
x jest pierwiastkiem wielomianu P (X) = X2 − x. Skoro x jest caªkowity, to wielomian ten

speªnia warunki lematu, wi¦c wprost z lematu wynika, »e je±li
√
x jest wymierny, to jest caªkowity.

Skoro 1 <
√
3 < 2, to liczba ta nie jest caªkowita a wi¦c i (wobec powy»szego!) nie jest wymierna.


