Ro6wnosé!

(czyli koniec nieréwnosci)

1.1 Przypomnienie

1. Twierdzenie (Srednie) Jezeli liczby ai,as--- ,a, sq dodatnie, to
n art+az+---+a ai+a3+---+a?
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W dowolnej z nieréwnosci réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.
Uwaga: jezeli wyrazenia majg sens réwniez gdy ai, . .., a, sq nieujemne (np. $r. arytmetyczna i geo-

metryczna, ale nie harmoniczna) to réwniez dla tego przypadku nierdwnosci zachodzg.

2. Twierdzenie (Srednie wazone) Jezeli liczby ay,...,a, sq dodatnie, za$ liczby
W, ..., Wy € [0,1] sumujq sie do 1 to
1
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Dla kazdej nieréwnosci prawdg jest, ze rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = ay,,

w przypadku, gdy w; > 0.

3. Twierdzenie (Nieré6wnosé Schwarza) Jezelin jest liczbg catkowitq, a uy, us, ..., Up,t1,t2, ..., 1ty
sq liczbami rzeczywistymi to

(4. U)o 2 > (urt . Unty)?
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka stata C, ze u;, = Ct; dla wszystkich 3.

4. Twierdzenie (* Nieréwnosé Ptolemeusza) Dla kazdych czterech punktow na ptaszezyznie A, B, C, D
zachodzi
|AB| - |CD|+ |BC|-|DA| > |AC| - |BD|.

5. Lemat (Taka sobie nieréwnosé =) Jesli liczby x,y, z sq nieujemne to

(x+ty—2)(y+z—2)(z+x—y) <zyz

1.2 Zadania domowe

1. Niech ciag liczb ag, a1, ..., a, bedzie zdefiniowany przez

ap=3, (B3—ant1)(6+ay) =18

n 1

Oblicz, w zaleznosci od n, sume » ;" o

2. Niech z bedzie liczba rzeczywista z przedziatu [2,5]. Udowodnij, ze

2Wxr + 142z —3+ 15 — 3z < 2V109.

Uwaga: dowody nieréwnosdci z wiekszq statqg po prawej stronie mogq byé ocenione na 2 pkt (ale nie
muszq,).

3. Twierdzenie (Nieréwnos$é Schura) Niech x,y, z bedg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi. Udo-
wodniy, ze dla kazdej liczby dodatniej r zachodzi

t"(z—y)@—2)+y (y—2)y—2)+2"(z—z)(z—y) 2 0.
4. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi
3abc+a® + b3+ 2 > 2 ((ab)% + (bc)% + (ca)%) .

5. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ takich, ze abc = 1 zachodzi

<a—1—|—1> <b—1—|—1) <c—1+1>§1.
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