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Definicja ma sens dla dowolnego k € Zxg,n € R (). Jezeli 0 < k < n oraz n,k sa caltkowite to
n n! : : .
(k) = m, pamlqtajmy, ze 0! = 1.

Przypominam, ze

ZADANIE 1
Dla liczby rzeczywistej = definiujemy podioge z x jako najwieksza liczbe catkowita nie wieksza niz x,
w szczegOlnosci z definicji wynika, ze || <z, |z]| € Z1i |z| =2 < z € Z.

1. Udowodnij, ze = < y implikuje |z] < |y].
2. Udowodnij, ze dla liczb naturalnych k,l zachodzi |%| =% <= I|k.

3. Uzasadnij, ze |x] + |y] < | +y| dla wszystkich 2,y € R (wskazéwka: |a +b| = |a] + [b], o ile
a,b € 7).

4. Niech p bedzie liczba pierwsza, niech «a bedzie najwieksza potega p, ktora dzieli n! (n silnia).

Udowodnij, ze
| n
a=Y" H
el g

przy czym suma po prawej jest skonczona.

5. Oblicz, w zaleznosci od p, n, k, ile razy liczba pierwsza p dzieli (Z)

6. Udowodnij, ze jezeli p jest pierwsza, a [ > 0 caltkowite, to p| (1;:) dla kazdego catkowitego k : 0 <
k< pl.

7. Uzasadnij, ze jesli [ > 0 jest catkowite, a p pierwsze, to (1 + x)pl =14+27 mod p, to znaczy, ze
wielomian (1 + ;v)pl —1-—2” ma wspotczynniki podzielne przez p.

Wywnioskuj z tego przez indukcje, ze a?" = a mod p dla kazdego a catkowitego. Dowiedz tego
samego stosujac matle twierdzenie Fermata.

8. Uzasadnij, ze jezeli p jest pierwsze a k > 0 catkowite, to p| (pkk).
Interpretacje kombinatoryczne.

ZADANIE 2

Udowodnij, ze liczba najkrotszych drog kratowych taczacych (0,0) z (x,y), gdzie ,y € N, wynosi (“‘y)

Y

ZADANIE 3

Wykaz, ze sposobow umieszczenia n ulotek (nierozroznialnych) w k skrytkach na listy jest ("/*71).
ZADANIE 4

Pokaz, ze ilo§¢ nieujemnych rozwigzan catkowitych réwnania z1+xo+. ..+ = n w zmiennych =1, ..., zy
to ("7*1). Tle jest takich rozwigzan w liczbach catkowitych?

ZADANIE 5

Uzasadnij, ze liczba funkeji Scisle rosngcych {1,2,...,n} — {1,2,...,k} jest rowna (7).

Twierdzenie (Twierdzenie Lucasa). Niech p bedzie pierwsza a a > b catkowite. Zapiszmy a,b w systemie
pozycyjnym o podstawie p jako

a = (@ntn—1---a),, b= (bnbp-1...00),

ewentualnie uzupelniajgc z przodu zerami, by dlugosci zapisu byty réwne. Wtedy

()= Cr) Grt) o () moar



