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ZADANIE 1
Niech H bedzie punktem przeciecia wysokosci trojkata nieprostokatnego ABC. Udowodnié, ze okregi
opisane na trojkatach AHB, BHC i CH A sa przystajace.

ZADANIE 2

Dany jest rownolegtobok ABC'D oraz punkt E nalezacy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy pro-
sta k rownoleglta do prostej AE. Na prostej k obieramy takie punkty K, L, ze czworokat AEKL jest
rownoleglobokiem. Udowodnié¢, ze réwnolegltoboki ABC'D i AEK L maja réwne pola.

ZADANIE 3
Czworokat wypuklty ABCD jest wpisany w okrag. Udowodnié¢, ze srodki okregow wpisanych w trojkaty
BCD, CDA, DAB oraz ABC sg wierzchotkami prostokata.

ZADANIE 4
Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz dwie liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze liczby a+b oraz a'®+b'°
dziela sie przez p. Udowodnié, ze a i b dziela sie przez p.

ZADANIE 5
Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoriczenie wiele trojek (a,b,c) liczb catkowitych dodatnich spelniajacych
réwnanie

a? +b? + ¢ = 4abe.

ZADANIE 6
Na turnieju rycerskim kazdy uczestnik posiada wsréd pozostalych co najwyzej trzech smiertelnych wro-
géw. Udowodnij, ze mozna podzielié uczestnikdéw turnieju na dwie grupy tak, by dowolny uczestnik
posiadatl w swojej grupie co najwyzej jednego $miertelnego wroga.

Uwaga: Jezeli rycerz A jest smiertelnym wrogiem rycerza B, to rycerz B jest smiertelnym wrogiem
rycerza A.

ZADANIE 7
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nier6wnos$é
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ZADANIE 8

Wykazaé, ze jesli a, b, ¢ sa dtugosciami bokdéw trojkata ostrokatnego to zachodza nieréwnosci
1. a® < b? + ¢,
2. (> +b02—cA)(*+a?—b)<(a+b—c)(c+a—0b)>.



Wskazowki

WSKAZOWKA 1

Niech « := <BAC, wtedy kat <BHC = 180° — a.. Niech H' bedzie odbiciem symetrycznym H wzgle-
dem BC, wtedy H' lezy na okregu opisanym na AABC, wiec okregi opisane na AABC i ABCH sa
symetryczne wzgledem BC, w szczegdlno$ci maja réwne promienie.

WSKAZOWKA 2
Pole trojkata ADFE to potowa pola kazdego z réwnolegtobokéw ABCD i AEKL.

WSKAZOWKA 3

Niech Iy oraz Is oznacza odpowiednio srodek okregu wpisanego w AABC oraz ABCD. Niech F bedzie
drugim punktem przeciecia prostej Al; z okregiem opisanym na ABCD. Wtedy EB = EI; = EC
na mocy ,lemaciku”. Punkt FE jest tez drugim punktem przeciecia prostej DIy z okregiem opisanym
na ABCD, wiec réwniez Els = EB = EC. Wobec tego punkty B, I, I3, C leza na jednym okregu
i <CIlyI; = 180° — /1 BC'. Podobnie <ClyI3 = 180° — <tI3DC, gdzie I3 jest srodkiem okregu wpisanego
w trojkat ACD. Stad <t[yIo13 = 90°.

WSKAZOWKA 4
Mamy a = —b mod pia'® = —b'" mod p, wiec 2¢'° =0 mod p.

WSKAZOWKA 5
Niech k bedzie najwieksza taka liczba, ze 2% | a, 2F | b, 2F | ¢ i niech a = 2%a/, b = 2F¥', ¢ = 2F¢. Wtedy

alZ +b/2 +C/2 — 42k: ~a'b'c’.

Kwadrat liczby parzystej jest podzielny przez 4, za$ kwadrat liczby nieparzystej daje reszte 1 z dzielenia
przez 4. 7 definicji liczby k, co najmniej jedna z liczb o', ', ¢ jest nieparzysta. Wobec tego reszta
z dzielenia przez 4 lewej strony réwnania powyzejto 1 +0+0=1lub14+14+0=2lub1+1+1=3.
W szczegolnosci lewa strona jest niepodzielna przez 4, sprzeczno$c!

WSKAZOWKA 6

Rozwazmy wszystkie mozliwe podzialy rycerzy i wybierzmy ten podzial P, w ktérym liczba par $miertel-
nych wrogéw w jednej grupie jest minimalna. Zal6zmy, ze w tym podziale pewien rycerz A ma w swojej
grupie co najmniej dwoch $miertelnych wrogéow. Rozwazmy nowy podzial P’, w ktérym A przeniesiony
jest do drugiej grupy. W tej grupie A ma co najwyzej jednego $miertelnego wroga. Wobec tego przy po-
dziale P’ liczba par $miertelnych wrogéw w jednej grupie jest mniejsza niz przy podziale P. Sprzecznosé
z definicja P!

WSKAZOWKA 7
Zastosujmy nieréwnos¢ miedzy $rednig arytmetyczng a harmoniczng dla liczb a+b+c¢, d+a+0b, c+d+a,
b+c+d:

4 <(a+b+c)+(d+a+b)+(c+d+a)+(b+c+d)
h 4

1 1 1 1
a+b+c + d+a-+b + c+d+a + b+c+d
Powyzsza nier6wnosé jest rownowazna wyjsciowe;j.

WSKAZOWKA 8

1. Niech odpowiednio A, B, C' beda wierzcholtkami trojkata lezacymi naprzeciw bokéw a, b, c. Niech
H bedzie rzutem B na bok(nie proste!) AC. Wtedy BH < BA = ¢ oraz CH < AC = b. Wobec tego
a? = BC? = BH?>+ CH? < ® + b°.

2. Nierownosé jest réwnowazna 2a?(b—c)? < (b — ¢?)? 4 (b—c¢)*. Uzywamy 1. i otrzymujemy nieréwnosé
0< (b—0)2((b+c)?+ (b—c)? —2a%) = 2(b— c)?(b® + 2 — a?).
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