
Mix zadaniowy

1.1 Zadania na dzie« dobry

1. Ambasadorów 2009 pa«stw posadzono przy okr¡gªym stole, na którym umieszczone s¡ propor-
czyki pa«stw. Niestety »aden ambasador nie siedzi przy proporczyku swojego pa«stwa. Uzasadnij,
»e mo»na tak obróci¢ stóª, »e co najmniej dwóch ambasadorów b¦dzie siedziaªo przy wªa±ciwych
proporczykach.

2. Dla jakich liczb caªkowitych n liczba 1! + 2! + . . .+ n! jest kwadratem liczby caªkowitej?

3. Na ile sposobów da si¦ pokry¢ kwadrat 15× 15 kwadratami 3× 3 i 5× 5?

4. Dany jest graf nieskierowany, pro±ciej mówi¡c wierzchoªki poª¡czone kraw¦dziami (co najwy»ej jedna
kraw¦d¹ pomi¦dzy dwoma ró»nych wierzchoªkami, nie ma kraw¦dzi prowadz¡cych z wierzchoªka do
tego samego wierzchoªka). Stopniem wierzchoªka nazywamy ilo±¢ kraw¦dzi wychodz¡cych z tego
wierzchoªka. Uzasadni¢, »e pewne dwa wierzchoªki maj¡ ten sam stopie«.

1.2 Zadania kóªkowe

1. Niech a i b b¦d¡ wzgl¦dnie pierwszymi liczbami naturalnymi. Liczb¦ naturaln¡ n nazwiemy dobr¡,
je»eli istniej¡ takie liczby caªkowite nieujemne x, y, »e n = ax+ by.

(a) Udowodni¢, »e liczba n0 = (a− 1)(b− 1)− 1 nie jest dobra,

(b) a n0 + 1 i ka»da wi¦ksza jest dobra.

2. Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡.

(a) Uzasadnij, »e liczba a jest reszt¡ kwadratow¡ mod p wtedy i tylko wtedy, gdy a
p−1
2 ≡ 1

mod p.

(b) Uzasadnij, »e je±li g jest generatorem mod p i a nie jest reszt¡ kwadratow¡ mod p, to

(ag)
p−1
2 ≡ 1 mod p i w zwi¡zku z tym ag nie jest generatorem mod p.

3. Czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g. Punkt M jest ±rodkiem przek¡tnej AC i ^AMB =
^AMD. Wykaza¢, »e MA2 = MB ·MD.

4. Dany jest okr¡g o oraz punkty A i B. Skonstruowa¢ okr¡g styczny do okr¦gu o, przechodz¡cy przez
punkty A i B.

5. Okr¦gi o1 i o2 s¡ styczne zewn¦trznie w punkcie A. Wspólna styczna zewn¦trzna tych okr¦gów
przecina prost¡ ª¡cz¡c¡ ich ±rodki w punkcie S. Prosta przechodz¡ca przez S przecina okr¦gi o1 i o2
kolejno w punktach B,C,D,E. Wykaza¢, »e k¡t ^BAD jest prosty.


