Srodek masy

Dajcie mi punkt podparcia, a porusze Ziemie.
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To kdtko jest w duzej czesci powieleniem starszych; zachecam do poogladania rozwigzarn na matma.ilo.pl,
w szukaj “Srodek masy”. Zadania pochodzq rowniez z deltami i Staszica.

1.1 Teoria

Wszedzie ponizej zakladamy, ze jesteSmy w plaszczyznie lub w przestrzeni i ze mamy dany pewien uklad
wspolrzednych (kartezjanskich). Nie bede o tym moéwié, ale rozwazania nie zaleza od wyboru uktadu.
Dla wygody oznaczenn definiujemy tez operacje na punktach — mnozenie przez liczbe rzeczywista
i dodawanie.
Niech A = (aj,a3), B = (b1,bs) oraz K € R. Wtedy

A+ B = (a1,az) + (b1, b2) := (a1 + by, az + ba)
K- -A= K(al,ag) = (KCLl,KCLQ)

Jezeli ktos woli: sq to “szkolne” operacje mnozenia przez skalar i dodawania wektorow. Rownie dobrze
mozna to robi¢ w trzech wymiarach.

Rozwazamy punkty z masami tj. pary (A,m), gdzie A jest punktem, a m jest liczbg rzeczywisty
(niekoniecznie dodatnia!) czyli “masa’.

Definicja 1. Srodkiem masy uktadu punktow (my, Ay),--- , (mn, Ay,) jest punkt (z masq):

my- Ay +-+my, - Ay
m1+...+mn

y My 4 4 mn)
oilemy+---+my # 0. Jezeli my + - -+ +my, = 0 to méwimy, Ze uktad nie posiada $rodka masy.
Wszedzie ponizej unikamy obliczania $rodkow masy uktadow o sumie mas zerowe;.

Twierdzenie 2 (o przegrupowywaniu). Zatdzmy, ze uktad (A1, m1), -, (An, my,) ma Srodek masy M
i uktad Ay,---, Ay ma $rodek masy M, wtedy uktad M, Ajy1,--- , A, takze ma Srodek masy M.

Intuicyjnie: chege obliczyé $rodek masy mozemy zamieniaé cze$é punktow na ich srodek masy, wyroz-
nitem akurat punkty Ay, --- , A; tylko ze wzgledu na prostote oznaczen ;)

Dowdd. Obliczam

miAy + -+ myA, miA; + -+ miA
M: 1 1 ’m1+...+mn M: 1 L ! l,m1+...+ml
my 4+ my, my 4+ my

Suma mas uktadu M, (Aj11,mi41), -, (An,mp) to (my + -+ +my) + myy1 + -+ + my, czyli jest ona
niezerowa (bo to masa calego uktadu) wiec srodek masy istnieje i wyraza sie wzorem

Myt tmy

(m1+"'+ml)+ml+1+"'+mn

(ml+"'+ml)w+ml+1Al+1+"'+mnAn
,(m1+~--+ml)+ml+1—|—~-'+mn :M

O

Whniosek 3. Twierdzenie sprowadza liczenie $rodka masy do liczenia srodka masy dwdch punktow.

Uwaga: jak widaé, teoria srodka masy jest “naktadka” na liczenie wspotrzednych punktéw w uktadzie
wspolrzednych. Nie daje jej to, a priori, wielkiej sily razenia, ale wiele zadan polega na problemie typu
“to sie da policzy¢, ale to boli!” i wtedy jest to przydatne.

1.2 Pytania i zadania wstepne

1. Gdzie lezy $rodek masy ukladu ztozonego z jednego punktu?

2. Gdzie lezy $rodek masy ukltadu zlozonego z dwdch punktow?

3. Zalézmy, ze punkty A, B, C tworza trojkat. Czym sa (jaka jest konstrukcja) punkty bedace srodkami
ciezkosci uktadow:



ZADANIE 1 ZMIANA JEDNOSTKI
Uzasadnij, ze sSrodek masy nie zmieni sie, jezeli wszystkie masy uktadu pomnozymy przez liczbe dodatnia.

1.3 Zadania nieco prostsze

ZADANIE 2
Uzasadnij, ze w trojkacie trzy $rodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, ktoéry dzieli kazda z nich
w stosunku 2 : 1, liczac od wierzcholka.

ZADANIE 3

Niech ABCD bedzie wypuklym czworokatem i niech K, L, M, N beda $rodkami bokow AB, BC,CD, DA
odpowiednio. Udowodnij, ze KM i LN potowia si¢, wiec KLM N jest rownoleglobokiem i ze $rodek tego
réwnolegloboku pokrywa sie ze srodkiem odcinka taczacego $rodki przekatnych.

ZADANIE 4
Wykaz, ze wszystkie osie symetrii wielokata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

ZADANIE 5
Czy dla dowolnego punkty S wewnatrz trojkata ABC da sie dobra¢ masy w punktach A, B i C, zeby
srodkiem masy byto S7 Czy fakt, ze S lezal wewnatrz trojkata mial znaczenie?

ZADANIE 6

Dany jest czworokat ABCD. Punkty X,Y, Z, T leza na bokach AB, BC, CD, DA odpowiednio, przy
czym AX/BX = DZ/CZ = 3 oraz BY/CY = AT/DT = 5. Niech E bedzie punktem przeciecia X7
iYT. Ile wynosi XE/EZ, aile YE/TE?

ZADANIE 7
Wykaz, ze w dowolnym czworo$cianie odcinki taczace srodki przeciwleglych krawedzi przecinaja sie w jed-
nym punkcie.
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ZADANIE 8 TWIERDZENIE CEVY
Punkty X, Y, Z leza na bokach BC, C' A, AB trojkata ABC odpowiednio. Udowodnij, ze proste AX, BY,CZ
maja punkt wspoélny wtedy i tylko wtedy, gdy

Az BX CY
BZ CX AY

ZADANIE 9
Na bokach AB, BC,CA tréjkata ABC wybrano punkty Z, X, Y tak, ze

AZ BX CY
BZ CX AY’
Dowiedz, ze $rodki ciezkosci trojkatow ABC i XY Z pokrywaja sie.

ZADANIE 10

Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC' i C'D réwnolegtoboku ABCD, przy czym BK = DL.

Odcinki DK i BL przecinaja si¢ w punkcie P. Dowies¢, ze prosta AP jest dwusieczng kata BAD.
Wskazowka: warto uzyé tw. o dwusiecznej: dwusieczna <BAC dzieli bok BC w stosunku AB/AC, Zeby

unikngé kgtow.

ZADANIE 11
Czy da sie znalez¢ takie punkty XY, Z, lezace na bokach BC,C A, AB pewnego trojkata ABC takie, ze



proste AX, BY,CZ maja punkt wspolny M oraz

AM BM CM
MX MY  MZ
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Dla jakich innych liczb dodatnich, zamiast 3, da sie to zrobi¢?

ZADANIE 12 TWIERDZENIE VAN AUBELA
Dany jest trojkat ABC i punkty X, Y, Z lezace na bokach odpowiednio BC, CA, AB. Proste AX, BY,CZ

przecinaja sie w punkcie M. Wykazaé, ze
AV _AY | AZ
MX CY BZ

ZADANIE 13 PUNKTY SZCZEGOLNE W TROJKACIE MAJACE W MIARE STRAWNE WSPOLRZEDNE BARY-
CENTRYCZNE; WSPOLRZEDNE BARYCENTRYCZNE TO TE MASY, KTORE KLADZIEMY W WIERZCHOLKACH.

Udowodni¢, ze jesli w punktach A, B, C tréjkata polozymy masy mq, mo, ms to Srodek ciezkosci po-
kryje sie z nastepujagcym punktem szczegdlnym trojkata ABC:

Punkt masy objagnienie
srodek ciezkosci (1,1,1)
srodek okregu wpisanego (a,b,c) dtugosci bokow
srodek okregu dopisanego do BC' (—a,b,c)
srodek okregu opisanego (sin 2av, sin 23, sin 2) a, B, to katy przy A, B,C
ortocentrum (tg o, tg B, tg ) Co to znaczy dla prostokatnego?
Najlepiej domnozy¢ przez sin a sin 5 sin -y

ZADANIE 14
Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F'.
Punkt M jest srodkiem boku BC, za$ odcinki AM i E'F przecinaja sie w punkcie G. Wykaz, ze proste
GD i BC sg prostopadie.

Wskazowka: znajdz masy takie, Zeby srodkiem byt punkt G, a potem, by Srodkiem byt Srodek okregu
WPISANEGO.
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