
13. kóªko - ±rodek masy w geometrii

Teoria

1. Zaªó»my, »e mamy na pªaszczy¹nie ukªad U punktów A1, A2, · · · , An i wprowadzony ukªad wspóª-
rz¦dnych. W ka»dym punkcie Ai = (xi, yi) tego ukªadu zawieszamy pewn¡ mas¦ m(Ai) (by¢ mo»e
ujemn¡). Mo»emy zde�niowa¢ ±rodek masy ukªadu U jako punkt

M = (
m(A1)x1 + m(A2)x2 + · · ·+ m(An)xn

m(A1) + m(A2) + · · ·+ m(An)
,
m(A1)y1 + m(A2)y2 + · · ·+ m(An)yn

m(A1) + m(A2) + · · ·+ m(An)
)

z mas¡ m(M) = m(A1) + m(A2) + · · ·+ m(An)

(o ile suma mas nie wynosi 0).
Troch¦ pro±ciej mówi¡c, dla tych, którzy lubi¡ wektory, ±rodek masy jest zde�niowany przez

~OM =
m(A1) ~OA1 + · · ·+ m(An) ~OAn

m(A1) + · · ·+ m(An)

gdzie O to ±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych (otrzymamy ten sam ±rodek masy dla dowolnego punktu).
Pro±ciej mówi¡c b¦dzie to ��zyczny� ±rodek masy.

2. Przykªady:

• �rodkiem masy ukªadu 2 punktów o wadze 1 w ka»dym punkcie jest ±rodek odcinka ª¡cz¡cego
te punkty.

• �rodkiem masy ukªadu 2 punktów A, B, takich, »e m(A) = 1, m(B) = 2 jest punkt le»¡cy na
2
3 odcinka AB, bli»ej B.

• �rodkiem masy ukªadu 2 ró»nych punktów A, B, takich, »e m(A) = 1, m(B) = −2 jest punkt
M , le»¡cy na prostej AB, taki, »e B jest ±rodkiem odcinka AM .

• �rodka masy ukªadu 2 ró»nych punktów A, B, takich, »e m(A) = 1, m(B) = −1 nie mo»na
sensownie zde�niowa¢ - w mianowniku dostajemy zero. Fizycznie takiego ukªadu tak»e nie da
si¦ zbalansowa¢. Mo»na przyj¡¢, »e ±rodek ten le»y �w niesko«czono±ci�.

3. Wªasno±ci ±rodka masy:

(a) Nie zale»y on od wyboru ukªadu wspóªrz¦dnych,

(b) Je»eli ±rodkiem masy ukªadu punktów A, B (z masami m(A), m(B)) jest punkt X, to ±rodkiem
masy ukªadu A, B,C jest ±rodek masy ukªadu X, C, gdzie m(X) = m(A) + m(B). Innymi
sªowy, aby obliczy¢ ±rodek masy pewnego ukªady punktów mo»emy liczy¢ po kolei ±rodki mas
ukªadów 2 punktów.

(c) Je»eli mamy 2 ró»ne punkty A, B z masami m(A), m(B), to ±rodek M masy tych punktów,
je»eli istnieje, czyli gdy m(A)+m(B) 6= 0, le»y na prostej AB, ponadto gdy masy s¡ dodatnie,
to le»y on na odcinku AB i speªnia zale»no±¢ |MB|m(B) = |MA|m(A).

(d) Twierdzenie 0.1 (Twierdzenie o przegrupowywaniu mas) �rodek masy systemu punk-
tów nie zmieni si¦, je»eli zast¡pimy cz¦±¢ punktów jednym punktem b¦d¡cym ±rodkiem masy
zast¡pionych punktów i maj¡cy mas¦ równ¡ sumie mas zast¡pionych punktów (o ile ±rodek
masy zastapionych punktów istnieje).

4. Zwykle u»ywamy ±rodka masy w zadaniach, gdzie jest du»o dziwnych punktów przeci¦cia, ale nie
ma nic o k¡tach i nie ma okr¦gów. Zadania takie maj¡ tez¦ np. udowodnij, »e AD,BE, CF
przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. Wtedy tak dobieramy masy w pewnych punktach z zadania, »eby
móc udowodni¢, »e ±rodek masy le»y na prostej AD, na prostej BE i na prostej CF (przez odp.
przegrupowanie mas) i tym samym proste te przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie (w ±rodku masy).

1



Zadania

1. Udowodnij, »e w trójk¡cie4ABC ±rodkowe przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie i »e punkt ten pokrywa
si¦ ze ±rodkiem masy ukªadu 3 punktów A, B,C z wagami m(A) = m(B) = m(C) = 1.

2. Niech D,E, F oznaczaj¡ punkty styczno±ci okr¦gu wpisanego w 4ABC do boków BC, CA, AB
odpowiednio. Udowodnij, »e proste AD,BE, CF przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

3. Niech A, B,C, D b¦dzie równolegªobokiem. Dobra¢ tak masy umieszczone w punktach A, B,C,
»eby ±rodek ci¦»ko±ci tych trzech punktów wypadª w punkcie D.

4. Niech ABCD b¦dzie wypukªym czworok¡tem i niech K, L,M,N b¦d¡ ±rodkami boków AB, BC, CD, DA
odpowiednio. Udowodnij, »e KM i LN poªowi¡ si¦, wi¦c KLMN jest równolegªobokiem i »e ±rodek
tego równolegªoboku pokrywa si¦ ze ±rodkiem odcinka ª¡cz¡cego ±rodki przek¡tnych.

5. Twierdzenie Cevy: Punkty X, Y, Z le»¡ na bokach BC, CA, AB trójk¡ta ABC odpowiednio. Udo-
wodni¢, »e proste AX,BY, CZ maj¡ punkt wspólny wtedy i tylko wtedy, gdy

AZ

BZ
· BX

CX
· CY

AY
= 1

6. Udowodni¢, »e w trójk¡cie 4ABC dwusieczne przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

7. * Punkty K i L le»¡ odpowiednio na bokach BC i CD równolegªoboku ABCD, przy czym BK =
DL. Odcinki DK i BL przecinaj¡ si¦ w punkcie P . Dowie±¢, »e prosta AP jest dwusieczn¡ k¡ta
BAD (¹ródªo - staszic).

8. ** Na pªaszczy¹nie mamy dany sko«czony zbiór ró»nych punktów A1, · · · , An, który speªnia wªa-
sno±¢: je»eli we¹miemy dowolne 2 ró»ne punkty Ai, Aj z tego zbioru i skonstruujemy symetraln¡
l odcinka AiAj , to mamy {S(A1), S(A2), · · · , S(An)} = {A1, A2, · · · , An}, gdzie S(X) oznacza
odbicie punktu X w symetrii wzgl¦dem l, czyli zbiór S nie zmienia si¦ w symetrii wzgl¦dem l.
Udowodni¢, »e A1, · · · , An s¡ wierzchoªkami n-k¡ta foremnego.

Zadania jubileuszowe

1. Wokóª okr¡gªego stoªu siedzi 13 ufoli. Pocz¡tkowo jeden z ufoli ma 13 czarnych dziur. W jednym
ruchu ka»dy ufol, który posiada co najmniej 2 czarne dziury, mo»e wzi¡¢ 2 ze swoich czarnych dziur
i podarowa¢ po jednej czarnej dziurze ka»demu ufolowi siedzi¡cemu obok. Powiedz ufolom, czy
mo»e doj±¢ do sytuacji, gdy po pewnej liczbie ruchów ka»dy ufol ma po jednej czarnej dziurze.

2. Udowodnij, »e je»eli posadzimy w±ród ufoli Mart¦ i damy jej 13 + 1 czarnych dziur, nie zdoªa
ona rozdzieli¢ tak czarnych dziur, »eby ka»dy ufol miaª po jednej i jedna zostaªa Marcie, stosuj¡c
algorytm opisany w powy»szym zadaniu, gdzie Mart¦ traktujemy jako ufola.

3. Mamy 13 osób z klasy 3b. Niektóre z nich koleguj¡ ze sob¡. Je»eli A uwa»a B za koleg¦, to B uwa»a
A za koleg¦. Jest jednak wyj¡tek: Kozik uwa»a za kolegów wszystkich, niezale»nie od tego, czy oni
uwa»aj¡ go za koleg¦. Czy mo»e si¦ zdarzy¢, »e ka»dy uwa»a, »e ma inn¡ liczb¦ kolegów?
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