13. kotko - srodek masy w geometrii

Teoria
1. Zal6zmy, ze mamy na plaszczyznie uktad U punktow Aj, As,--- , A, i wprowadzony uktad wspol-
rzednych. W kazdym punkcie A; = (z;,y;) tego ukladu zawieszamy pewna mase m(A4;) (by¢ moze
ujemna). Mozemy zdefiniowa¢ Srodek masy uktadu U jako punkt
m(Ai)zy + m(Az)zs + -+ m(An)zn m(A)ys + m(Az)ys + -+ m(An)yn
m(Ar) +m(A2) + -+ m(4,) 7 m(A) +m(A2) + -+ m(4,)
z masg m(M) = m(A1) + m(A42) +--- + m(4,)
(0 ile suma mas nie wynosi 0).
Troche prosciej méwiac, dla tych, ktorzy lubig wektory, srodek masy jest zdefiniowany przez
m(A1)OA; + - + m(A,)OA,
m(Ar) + - +m(4,)
gdzie O to $rodek ukladu wspotrzednych (otrzymamy ten sam srodek masy dla dowolnego punktu).
Prosciej mowiac bedzie to ,fizyczny” srodek masy.
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2. Przyktady:

e Srodkiem masy uktadu 2 punktow o wadze 1 w kazdym punkcie jest srodek odcinka taczacego
te punkty.

e Srodkiem masy uktadu 2 punktéow A, B, takich, ze m(A) = 1,m(B) = 2 jest punkt lezacy na
% odcinka AB, blizej B.

e Srodkiem masy uktadu 2 réznych punktéow A, B, takich, ze m(A) = 1,m(B) = —2 jest punkt
M, lezacy na prostej AB, taki, ze B jest srodkiem odcinka AM.

e Srodka masy ukladu 2 réznych punktéw A, B, takich, ze m(A) = 1,m(B) = —1 nie mozna
sensownie zdefiniowaé - w mianowniku dostajemy zero. Fizycznie takiego uktadu takze nie da
sie zbalansowa¢. Mozna przyjaé, ze §rodek ten lezy ,w nieskoniczonosci”.

3. Wilasnosci srodka masy:

(a) Nie zalezy on od wyboru uktadu wspoélrzednych,

(b) Jezeli srodkiem masy uktadu punktéow A, B (z masami m(A), m(B)) jest punkt X, to srodkiem
masy uktadu A, B,C jest srodek masy ukladu X,C, gdzie m(X) = m(A4) + m(B). Innymi
stowy, aby obliczy¢ $srodek masy pewnego uktady punktéw mozemy liczy¢ po kolei srodki mas
uktadéw 2 punktow.

(c) Jezeli mamy 2 rozne punkty A, B z masami m(A), m(B), to srodek M masy tych punktow,
jezeli istnieje, czyli gdy m(A)+m(B) # 0, lezy na prostej AB, ponadto gdy masy sa dodatnie,
to lezy on na odcinku AB i spelnia zaleznosé¢ |M B|m(B) = |M A|m(A).

(d) Twierdzenie 0.1 (Twierdzenie o przegrupowywaniu mas) Srodek masy systemu punk-
tow mie zmieni sie, jezeli zastgpimy cze$é punktow jednym punktem bedgcym Srodkiem masy
zastgpionych punktéow i majgcy mase réwng sumie mas zastgpionych punktéw (o ile Srodek
masy zastapionych punktow istnieje).

4. Zwykle uzywamy $rodka masy w zadaniach, gdzie jest duzo dziwnych punktéw przeciecia, ale nie
ma nic o katach i nie ma okregéw. Zadania takie maja teze np. udowodnij, ze AD, BE,CF
przecinaja sie w jednym punkcie. Wtedy tak dobieramy masy w pewnych punktach z zadania, zeby
moc udowodnié, ze srodek masy lezy na prostej AD, na prostej BE i na prostej CF (przez odp.
przegrupowanie mas) i tym samym proste te przecinaja sie w jednym punkcie (w §rodku masy).



Zadania

1. Udowodnij, ze w trojkacie AABC' §rodkowe przecinaja sie w jednym punkcie i ze punkt ten pokrywa
sie ze srodkiem masy uktadu 3 punktéow A, B,C z wagami m(A) = m(B) = m(C) = 1.

2. Niech D, E, F oznaczaja punkty stycznosci okregu wpisanego w AABC do bokéw BC,CA, AB
odpowiednio. Udowodnij, ze proste AD, BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie.

3. Niech A, B,C, D bedzie rownoleglobokiem. Dobra¢ tak masy umieszczone w punktach A, B, C,
zeby §rodek ciezko$ci tych trzech punktéw wypadt w punkcie D.

4. Niech ABCD bedzie wypuklym czworokatem iniech K, L, M, N beda $rodkami bokéw AB, BC,CD, DA
odpowiednio. Udowodnij, ze KM i LN potowig sie, wiec KLM N jest rownolegltobokiem i ze srodek
tego rownolegloboku pokrywa sie ze §rodkiem odcinka taczacego srodki przekatnych.

5. Twierdzenie Cevy: Punkty X,Y, Z leza na bokach BC,CA, AB trojkata ABC odpowiednio. Udo-
wodnié, ze proste AX, BY,CZ maja punkt wspolny wtedy i tylko wtedy, gdy
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6. Udowodnié, ze w trojkacie AABC dwusieczne przecinaja si¢ w jednym punkcie.

7. * Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC' i C'D réwnolegloboku ABC D, przy czym BK =
DL. Odcinki DK i BL przecinaja sie w punkcie P. Dowies¢, ze prosta AP jest dwusieczng kata
BAD (zrodlo - staszic).

8. ** Na plaszczyznie mamy dany skoriczony zbiér réznych punktéow Aj,--- , A,, ktéry spetnia wla-
snos¢: jezeli wezmiemy dowolne 2 rézne punkty A;, A; z tego zbioru i skonstruujemy symetralna
[ odcinka A;Aj, to mamy {S(A1),S(A2),---,S(A4,)} = {41, A4, -, A,}, gdzie S(X) oznacza
odbicie punktu X w symetrii wzgledem [, czyli zbiér S nie zmienia sie w symetrii wzgledem I.
Udowodni¢, ze Ay, --- , A, sa wierzchotkami n-kata foremnego.

Zadania jubileuszowe

1. Wokot okraglego stotu siedzi 13 ufoli. Poczatkowo jeden z ufoli ma 13 czarnych dziur. W jednym
ruchu kazdy ufol, ktéry posiada co najmniej 2 czarne dziury, moze wzigé 2 ze swoich czarnych dziur
i podarowaé po jednej czarnej dziurze kazdemu ufolowi siedziagcemu obok. Powiedz ufolom, czy
moze dojs$¢ do sytuacji, gdy po pewnej liczbie ruchéw kazdy ufol ma po jednej czarnej dziurze.

2. Udowodnij, ze jezeli posadzimy wsrdéd ufoli Marte i damy jej 13 4+ 1 czarnych dziur, nie zdota
ona rozdzieli¢ tak czarnych dziur, zeby kazdy ufol miat po jednej i jedna zostala Marcie, stosujac
algorytm opisany w powyzszym zadaniu, gdzie Marte traktujemy jako ufola.

3. Mamy 13 o0s6b z klasy 3b. Niektore z nich koleguja ze soba. Jezeli A uwaza B za kolege, to B uwaza
A za kolege. Jest jednak wyjatek: Kozik uwaza za kolegdw wszystkich, niezaleznie od tego, czy oni
uwazaja go za kolege. Czy moze sie zdarzy¢, ze kazdy uwaza, ze ma inng liczbe kolegow?



