Dajcie mi punkt podparcia, a porusze Ziemie.

I f Srodek masy

1.1 Teoria

Wszedzie ponizej zakladamy, ze jesteSmy w plaszczyznie lub w przestrzeni i ze mamy dany pewien uktad
wspolrzednych (kartezjanskich). Nie bede o tym mowié, ale rozwazania nie zaleza od wyboru ukladu.
Dla wygody oznaczeri definiujemy tez operacje na punktach — mnozenie przez liczbe rzeczywista
i dodawanie.
Niech A = (aj,a3), B = (by,bs) oraz K € R. Wtedy

A+ B = (a1,az) + (b1,b2) := (a1 + by, az + b2)

K-A= K((Ll,ag) = (K(Ll,KCLQ)

Jezeli ktos woli: sq to “szkolne” operacje mnozenia przez skalar i dodawania wektoréw. Réwnie dobrze
mozna to robi¢ w trzech wymiarach.

Rozwazamy punkty z masami tj. pary (A,m), gdzie A jest punktem, a m jest liczba rzeczywista
(niekoniecznie dodatnia!) czyli “masa’”.

Definicja Srodkiem masy uktadu punktow (my, Ay),--- , (m,, A,) jest punkt (z masg):

,m1+~--+mn)

oilemy+---+my,#*0. Jezelimy + -+ +m, =0 to méwimy, zZe uklad nie posiada srodka masy.

Twierdzenie (o przegrupowywaniu) Zatdzmy, ze uktad (A1, m1), -, (An, my) ma Srodek masy M
i uktad Aq,--- , Ay ma $rodek masy M, wtedy uktad M, Ajy1,--- , A, takze ma Srodek masy M.

Intuicyjnie: chege obliczyé srodek masy mozemy zamieniaé czeSé punktow na ich $rodek masy, wyrdznitem
akurat punkty Aq,--- , A; tylko ze wzgledu na prostote oznaczeri ;)
Dowdb. Obliczam

Ar e WAL Ay e A
M= mdy e m ymy+ -+ my M= (™ L l7m1+"'+ml
m1++mn m1+...+ml

Suma mas uktadu M, (Aj11,mi41), -, (An,mp) to (my + -+ +my) + myy1 + -+ + my, czyli jest ona
niezerowa (bo to masa calego uktadu) wiec srodek masy istnieje i wyraza si¢ wzorem

M1ty

(my+ - +my) +mpp + - +my

(ml+...+ml)w+ml+lAl+l+...+m7LAn
Jma ) g+ A my | =M

1.2 DPytania i problemy wstepne

1. Gdzie lezy $rodek masy uktadu ztozonego z jednego punktu?

2. Gdzie lezy srodek masy ukladu zlozonego z dwoch punktow?

Uwaga: to pytanie, wbrew prostocie jest kluczowe, gdyz obliczenie Srodka ciezkosci dowolnego
uktadu sprowadza sie do obliczania srodkéw masy dla par punktow.

3. Zalézmy, ze punkty A, B, C tworza trojkat. Czym sa (jaka jest konstrukcja) punkty bedace srodkami
ciezkosci uktadow:



Twierdzenie (wspoélrzedne barycentryczne) Niech ABC bedzie tréjkgtem na plaszczyznie. Dla kaz-
dego punktu D tej ptaszczyzny da sie tak dobraé masy mq, mo, mg, zZe (D, m1 + mao + mg) jest srodkiem
ciezkosci (A, mq), (B, mz), (C,ms3).

Jezeli dodatkowo natozymy warunek, zZe mi +mso +ms musi byé réwne 1 (Zeby unikngé niejednoznacz-
nosci typu (A,1),(B,1),(C,1) i (A,2),(B,2),(C,2)), to takie masy da sie dobraé na doktadnie jeden
sposdb.

Masy mq, mo, mg nazywajg sie wspotrzednymi barycentrycznymi D.

Rozwigzywanie geometrii przy uzyciu Srodka masy polega na dobraniu mas do istniejgcych punktow,
tak, aby srodek masy byt czyms ciekawym. Dziala to Swietnie z “udowodnié, ze 1000 linii przecina sie
w jednym punkcie”, czy ze jakis odcinek dzieli sie w danym stosunku a o wiele gorzej z okregami czy
kgtami.

1.3 Zadania

1. Niech ABC D bedzie wypuklym czworokatem i niech K, L, M, N beda srodkami bokow AB, BC,CD, DA
odpowiednio. Udowodnij, ze KM i LN polowig sie, wiec K LM N jest réwnoleglobokiem i ze srodek
tego rownolegloboku pokrywa sie ze srodkiem odcinka taczacego $rodki przekatnych.

2. Twierdzenie (Cevy) Punkty X,Y,Z lezq na bokach BC,CA, AB tréjketa ABC odpowiednio.
Udowodnij, ze proste AX, BY,CZ majq punkt wspdlny wtedy i tylko wtedy, gdy
AZ BX CY _
BZ CX AY
3. Na bokach AB, BC,CA tréojkata ABC wybrano punkty Z, X, Y tak, ze
Az _BX _cv
BZ CX AY’
Dowiedz, ze §rodki ciezkosci trojkatow ABC i XY Z pokrywaja sie.
4. Twierdzenie (van Aubela) Dany jest trojket ABC i punkty X,Y, Z lezgce na bokach odpowied-
nio BC,CA, AB. Proste AX,BY,CZ przecinajg sie w punkcie M. Wykazaé, zZe
AM _AY A7
MX CY BZ
5. Punkty szczegolne w trojkgcie majgce w miare strawne wspotrzedne barycentryczne.

Udowodni¢, ze jesli w punktach A, B,C trojkata polozymy masy mi, mo, ms to Srodek ciezkosci
pokryje sie z nastepujacym punktem szczegblnym trojkata ABC"

Punkt masy objasnienie
srodek ciezkosci (1,1,1)
grodek okregu wpisanego (a,b,c) dtugosci bokow
§rodek okregu dopisanego do BC' (—a,b,c)
srodek okregu opisanego (sin2a,sin 283, sin 27) | «, B, to katy przy A, B,C

6. Wezmy trojkat ABC.
Zalézmy, ze parami rozne punkty T, U,V maja wspolrzedne barycentryczne (t1, o, ts), (u1, us, us),
(v1,v2,v3). Uzasadni¢, ze punkty te leza na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie
niezerowe liczby rzeczywiste «, 5,7, ze

a(ty, tz, t3) + B(ur, ug, uz) +y(v1,v2,v3) = 0.

7. Dany jest czworokat ABCD. Punkty X,Y, Z, T lezg na bokach AB, BC, CD, D A odpowiednio, przy
czym AX/BX = DZ/CZ = 3 oraz BY/CY = AT/DT = 5. Niech E bedzie punktem przeciecia
XZiYT. lle wynosi XE/EZ, aile YE/TE?

8. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC' i C'D réwnolegtoboku ABCD, przy czym BK = DL.
Odcinki DK i BL przecinaja sie w punkcie P. Dowies¢, ze prosta AP jest dwusieczng kata BAD.
Zrédlo: Staszic

Wskazowka: warto uzyé tw. o dwusiecznej: dwusieczna ZBAC dzieli bok BC w stosunku AB/AC,
zeby unikngé kqgtow.



