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Wszystkich ponizszych lematéw dowodzi sie za pomoca elementarnych narzedzi takich jak przystawa-
nie, czy katy wpisane. Tym niemniej warto o nich pamieta¢ i przypomnie¢ sobie przed II etapem OM.
Na stronie drugiej umieszczone sa wskazowki. Ale dowody lemacikéw trzeba znad!

LEMAT 1
W dowolnym trojkacie AABC nieréwnos¢ AB > BC' jest rownowazna <ACB > <BAC.

LEMAT 2
Niech M bedzie srodkiem boku BC trojkata AABC. Wtedy

2-AM < AB+ AC.

LEMAT 3
Niech D, E, F beda spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio z wierzchotkow A, B,C trojkata
ostrokatnego ABC oraz niech H bedzie ortocentrum AABC. Wtedy H jest srodkiem okregu wpisanego
w ADEF.

LEMAT 4
Niech H bedzie ortocentrum w trojkacie AABC, a o bedzie okregiem opisanym na AABC. Wtedy odbicia
H wzgledem bokow trojkata AABC lezg na o.

LEMAT 5
Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na AABC, niech Ay, Bi,C; beda srodkami BC,CA, AB
odpowiednio. Udowodnij, ze O jest ortocentrum AA; B1C1.

LEMAT 6
Niech o bedzie okregiem opisanym na trojkacie AABC, I bedzie §rodkiem okregu wpisanego w AABC,
a K bedzie punktem przeciecia dwusiecznej <BAC z o (innym niz A).

Woweczas |IK| = |BK| = |CK|, w szczegélnosci K lezy na symetralnej BC.

LEMAT 7

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w AABC, a punkty K, L, M sa punktami przeciecia AI, BI,CI
odpowiednio z okregiem opisanym na AABC (réznymi od A, B,C). Dowiedz, ze I jest ortocentrum
KLM.

LEMAT 8

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny AABC, punkty K, L, M sa punktami
przeciecia AI, BI, CI odpowiednio z okregiem opisanym na AABC. Punkty A’, B’, C’ sa punktami prze-
ciecia odpowiednio: AK i ML, BL i MK oraz CM i KL. Dowiedz, ze trojkaty AABC i AA'B'C’ sa
jednoktadne.

LEMAT 9
Punkty K, L, M sa rzutami punktu J odpowiednio na boki BC,CA, AB trojkata AABC. Oblicz, w za-
leznosci od |ABJ, |BC|,|CA|, odlegtosci punktu K od B i C, punktu L od C i A oraz punktu M od A
i B, jezeli

1. J jest srodkiem okregu wpisanego w AABC,
2. J jest srodkiem okregu dopisanego do boku BC' trojkata AABC.



WSKAZOWKA 1

Jezeli AB > BC' to wybieramy na AB punkt D taki, ze BD = BC. Wtedy <BAC +<DCA = <BDC =
<BCD, wiec <BAC < <BCD < <BCA.

Podobnie, jezeli <ACB > <BAC, to mozemy wybra¢ D na boku AB tak, ze <DAC = <DCA, wtedy
BC < BD+ DC =BD+ DA = AB.

WSKAZOWKA 2
Niech D bedzie takim punktem, ze ABCD jest rownolegtobokiem. Wtedy 2 - AM = AD < AB + BD.

WSKAZOWKA 3
Skoro <HFA = <HFA = 90°, to na czworokacie H EAF mozna opisaé okrag, stad <HFFE = <HAE =
90° — <BCA. Podobnie dla pozostatych katow.

WSKAZOWKA 4
Niech <« := BAC, wtedy <BHC = 180° —«. Niech H' bedzie odbiciem H wzgledem BC, wtedy <BH'C+
<BAC = 180°, wiec A, B, C, H' leza na jednym okregu.

Uwaga: Mamy takie <BHC + <BAC = 180°. Dlaczego stqd mie wynika, ze A, B, C, H lezqg na
jednym okregqu?

WSKAZOWKA 5
Mamy A1 By || AB L OCy, wiec OC; jest wysokoscia w AA; B1Ch.

WSKAZOWKA 6

Z rownosci <KAB = <K AC mamy KB = KC. Obliczamy, ze <AKB = <ACB. Ponadto <IBK =

<UBC + <CBK = («ABC + <CAB)/2. Z sumy katoéw w trojkacie stwierdzamy, ze <KIB = <IBK.
Tradycyjnie: chcemy cos wiedzieé o odcinkach, to rgbiemy z kqgtow.

WSKAZOWKA 7
Trzeba przeliczy¢ bezposrednio, ze odpowiednie katy sumuja sie do 90°, korzystajac z fakty, ze K, L, M
sa poléwkami odpowiednich tukéw.

WSKAZOWKA 8

Na mocy poprzednich lematéw I jest ortocentrum KLM i A;, By, C1 sa spodkami wysokosci, wiec
<UA1B; = <IMB; = <«CMK = <IAB, wiec A1B; || AB, podobnie dla pozostatych bokéw. Teraz
z twierdzenia Talesa stwierdzamy, ze [A: [A; =1IB: 1B, =1C : (1.

WSKAZOWKA 9
Oba obliczenia przeprowadzone sa nastepujaco: styczne z punktow A, B, C' do okregu sg rowne, co daje
trzy réwnania i rozwigzujemy odpowiedni uktad réwnan.
Odpowiedz: niech @ = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Dla J — érodka okregu wpisanego:
a+c—b a+b—c b+c—a

KB=MB = , S
2 2 2

Dla J bedacego srodkiem okregu dopisanego do BC'":

KB:MB:%H, KC:LC:%C_Z’7 LA:MA:%M,



