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Typ problemu:
Zadanie 1

Oblicz ostatni¡ cyfr¦ liczb:

1. 22 + 12,

2. 12022 + 612,

3. 74 · 25,

4. 34067 · 2345,

5. 54 · 36 + 63,

6. ? 232,

7. ? 2100,

8. ? 22
100

,

Zadanie 2

Oblicz reszt¦ z dzielenia przez 3 liczb:

1. 22 + 12,

2. 12022 + 612,

3. 74 · 25,

4. 34067 · 2345,

5. 54 · 26 + 73,

6. ? 232,

7. ? 2100,

8. ? 22
100

,

Podajemy tutaj zapis, który mo»e wydawa¢ si¦ straszny, ale w rzeczywisto±ci jest bardzo wygodny.
Wszystkie liczby w poni»szych de�nicjach s¡ caªkowite.

De�nicja Mówimy, »e a przystaje do b modulo n, je»eli liczby a, b daj¡ tak¡ sam¡ reszt¦ z dzielenia

przez n, innymi sªowy, gdy n
∣∣a− b. Oznaczamy t¦ sytuacj¦ a ≡ b mod n.

Pewne zastanawiaj¡ce wªasno±ci s¡ takie:

1. je»eli a ≡ b mod n, to b ≡ a mod n.

2. je»eli a ≡ b mod n i b ≡ c mod n, to a ≡ c mod n.

Twierdzenie Je»eli a ≡ b mod n oraz a′ ≡ b′ mod n, to

1. a+ a′ ≡ b+ b′ mod n,

2. a− a′ ≡ b− b′ mod n,

3. a · a′ ≡ b · b′ mod n.

4. am ≡ bm mod n, dla ka»dego m naturalnego, np. a2 ≡ b2 mod n.

Przykªad Obliczy¢ reszt¦ z dzielenia przez 7 liczby 453 · 542.

Rozwi¡zanie. Trik polega na redukowaniu oblicze« do maªych liczb:
Zauwa»my, »e 45 ≡ −4 mod 7 (bo 7

∣∣45−(−4) = 49), wi¦c 453 ≡ (−4)3 = −64 mod 7. Ale −64 ≡ −1
mod 7, wi¦c 453 ≡ −1 mod 7.

Analogicznie, obliczamy 54 ≡ 5 mod 7, wi¦c 542 ≡ 52 = 25 mod 7. Ale 25 ≡ 4 mod 7, wi¦c 542 ≡ 4
mod 7.

�¡cznie 453 ≡ −1 mod 7 i 542 ≡ 4 mod 7, wi¦c 453 · 542 ≡ −1 · 4 = −4 mod 7.
Trzeba jeszcze zauwa»y¢, »e −4 ≡ 3 mod 7.
Odpowied¹: liczba 453 · 542 daje reszt¦ 3 z dzielenia przez 7.

? Zadanie 3

Dowied¹, »e liczba n daje tak¡ sam¡ reszt¦ z dzielenia przez 9, jak suma cyfr n.
? Zadanie 4

Dowied¹, »e liczba n daje tak¡ sam¡ reszt¦ z dzielenia przez 11, jak cyfry n zsumowane ze znakami + i −
na przemian: np. 123 daje tak¡ sam¡ reszt¦ jak 1− 2 + 3 = 2.


