Co Ty wiesz o kombinowaniu?

. W przestrzeni danych jest 6 punktéow, z ktérych zadne cztery nie leza na jednej plaszczyznie. Laczac
niektére z tych punktéw narysowano 10 odcinkéw. Wykaz, ze w ten sposéb uzyskano co najmniej
jeden trojkat.

Rozwigzanie:

Wybieramy punkt A, z ktorego wychodzi najwiecej narysowanych odcinkéw. Pokazemy najpierw,
ze z punktu A wychodzg co najmniej 4 odcinki.

Przypus$émy wiec, ze jest inaczej. Z kazdego punktu wychodzg zatem co najwyzej 3 odcinki. Po-
niewaz mamy 6 punktéw, wiec tacznie mamy co najwyzej 6 - 3 = 18 koncéw tych odcinkéw, a wiec
mamy co najwyzej 9 narysowanych odcinkéw. To jednak jest sprzeczne z zatozeniem.

Z punktu A wychodzg zatem co najmniej 4 odcinki: AB, AC, AD i AE. Teraz zauwazamy, ze 6

6
punktéw mozna potaczyé dokladnie (2> = 15 odcinkami. Zatem wéréd 6 odcinkéw

BC,BD,BE,CD,CE i DE

narysowano co najmniej jeden. Korce tego odcinka wraz z punktem A sg wierzchotkami narysowa-
nego trojkata.

. W turnieju uczestniczy 2n graczy; kazdych dwoch gra ze soba co najwyzej raz. Udowodnij, ze jesli
nie istnieje trojka graczy, ktorzy rozegrali ze sobg wszystkie trzy mecze, to laczna liczba rozegranych
mecz6éw nie przekracza n2.
Rozwiazanie:
Wybieramy gracza A, ktory rozegral najwiecej gier. Niech k bedzie liczba gier rozegranych przez
gracza A iniech S bedzie zbiorem graczy, z ktérymi gracz A gral.
Niech T bedzie zbiorem tych graczy, z ktoérymi gracz A nie gral. Oczywiscie zbiér T ma 2n — k — 1
elementéw. Zauwazmy, ze gracze ze zbioru S nie grali ze soba. Gdyby bowiem gracze B,C € S
grali ze soba, to razem z graczem A tworzyliby trojke graczy, ktérzy rozegrali ze soba wszystkie
trzy mecze.
Zatem w kazdym meczu musial uczestniczy¢ gracz A lub ktorys z graczy ze zbioru T'. Kazdy z tych
graczy rozegral jednak co najwyzej k gier (gdyz A wybralismy jako tego, kto rozegral najwiecej).
Zatem liczba wszystkich gier jest nie wieksza od k 4+ (2n — k — 1) - k i pozostaje nam udowodni¢
nieré6wnosé

k+@2n—k—1)-k <n?
réwnowazna,

(2n — k) -k <n?

Cn—Fk) k< W

czyli nieré6wnosci pomiedzy Srednimi.

. W kazdej z trzech szkél uczy sie n uczniéw. Kazdy uczenn ma w pozostatych szkotach razem co
najmniej n + 1 znajomych. Udowodnij, ze z kazdej szkoly mozna wybraé¢ po jednym uczniu tak, ze
wszyscy wybrani uczniowie sie znaja.

Rozwigzanie:

Wybieramy ucznia majacego najwieksza liczbe znajomych w jednej z pozostalych szkél. Przypu-
§émy, ze tym uczniem jest uczeni A ze szkoty S;. Zakladamy, ze w szkole Sy zna on k uczniéw, przy
czym liczba k jest wspomniang najwieksza liczba znajomych.

Poniewaz uczen A nie moze zna¢ n + 1 uczniow w szkole Sy (ma ona n uczniéw), wiec zna co naj-
mniej jednego ucznia w szkole S3; niech tym uczniem bedzie B. Uczen B zna co najwyzej k oséb w
szkole S1, a wiec zna co najmniej n + 1 — k uczniow w szkole Ss. Gdyby znajomi uczniow A i B w



szkole Sy tworzyli dwa zbiory roztaczne, to szkola S miataby co najmniej K+ (n+1—k) =n+1
uczniéw, co jest sprzeczne z zalozeniem.

Zatem w szkole Ss istnieje uczen znajacy zaréwno A jak i B; wraz z uczniami A i B tworzy on
szukang trojke uczniow.

. W konferencji bierze udzialt 2n os6b. Kazdy uczestnik konferencji ma wérdd pozostatych uczestnikow
co najmniej n znajomych. Udowodnij, ze wszystkich uczestnikow konferencji mozna zakwaterowaé
w pokojach dwuosobowych tak, by kazdy uczestnik mieszkal ze swoim znajomym.

Zrodlo: XLV OM

Rozwiazanie:

Wybieramy najwieksza liczbe roztacznych par znajomych:

{ar1,b1}, {as, b2}, ..., {am, bm}

Jesli m = n, to te pary kwaterujemy w oddzielnych pokojach. Niech wiec m < n.

Z maksymalnosci m wynika, ze zadne dwie pozostate osoby nie znaja sie. Wybieramy dwie z nich:
x iy. W kazdej parze {a;,b;} zliczamy znajomych x i y. Jesli w kazdej parze osoby z i y znaja co
najwyzej 2 osoby, to maja tacznie co najwyzej 2m < n + n znajomych, wbrew zaltozeniu.

Istnieje zatem para, w ktorej znaja tacznie co najmniej 3 osoby. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy
zalozy¢, ze osoba x zna obie osoby a; i b;, a osoba y zna osobe a;. Zastepujac pare {a;,b;} parami
{z,b;} oraz {y,a;}, otrzymujemy m + 1 rozlacznych par znajomych, wbhrew wyborowi liczby m.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze m = n.



