
20 = 1

24 = 16
28 = 24

212 = 7

216 = 25

220 = 23
224 = 20

x7 ≡ 1 mod 29 ⇒ Newton

1.1 Zadania

1. Zadanie
Symbol Newtona

Je»eli n ≥ k ≥ 0 s¡ liczbami naturalnymi, to przez
(
n
k

)
oznaczamy wspóªczynnik przy xn−kyk

w rozwini¦ciu (formalnym, przez wymno»enie nawiasów) wyra»enia (x+ y)n, np.:

(x+y)3 = (x+y)(x+y)(x+y) = 1·x3+3·x2y+3·xy2+1·y3 zatem

(
3

0

)
= 1,

(
3

1

)
= 3,

(
3

2

)
= 3,

(
3

3

)
= 1.

Innymi sªowy mamy kanoniczne rozwini¦cie (Newtona):

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 + . . .+

(
n

n− 1

)
xyn−1 +

(
n

n

)
yn

Symbol
(
n
k

)
czytamy �n po k�, takie symbole nazywamy symbolami Newtona.

Osobom znaj¡cym ju» symbol Newtona zalecam rozwi¡zywa¢ poni»sze podpunkty bez odwoªywania

si¦ do tego, ile faktycznie
(
n
k

)
jest równe, a tylko do powy»szej de�nicji.

(a) Uzasadnij, »e
(
n
k

)
jest liczb¡ caªkowit¡ dla dowolnych n i k,

(b) dowied¹, »e je»eli n ≥ k ≥ 1 to
(
n
k

)
=

(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
.

Wskazówka: Rozwa» rozbicie (x+ y)n = x(x+ y)n−1 + y(x+ y)n−1.

(c) wyka»
(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
dla dowolnych n i k,

Wskazówka: Czy wspóªczynniki zmieni¡ si¦, je±li zamienimy x z y?

(d) poka»
(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1 dla dowolnego n,

(e) przez indukcj¦ wzgl¦dem n udowodnij, »e(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
,

(gdzie standardowo 0! = 1, n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1).
(f) dowied¹, »e

(
n
k

)
jest ilo±ci¡ mo»liwych wyborów k elementów ze zbioru n-elementowego {1, 2, · · · , n}.

Wi¦c to
(
n
k

)
nie jest a» tak nienaturalne, jakby si¦ na pierwszy rzut oka wydawaªo ,

Wskazówka: wyborowi elementów a1, a2, · · · , ak przyporz¡dkujmy wybór y-ów w nawiasach

a1, a2, · · · , ak, a x-ów w pozostaªych. Iloczyn tak wybranych x-ów i y-ów to xn−kyk, zatem

liczy si¦ on do
(
n
k

)
.



2. Zadanie
Maªe twierdzenie Fermata � inny dowód. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡.

(a) Wyka», »e p
∣∣∣(pk) dla ka»dego k : 0 < k < p,

(b) wywnioskuj, »e (a + b)p = ap + bp mod p dla dowolnych a, b caªkowitych, w szczególno±ci
(a+ 1)p ≡ ap + 1 mod p.

A wi¦c wielkie twierdzenie Fermata ma rozwi¡zania mod p

(c) Korzystaj¡c z 0p ≡ 0 mod p udowodnij przez banaln¡ indukcj¦, »e ap ≡ a mod p dla ka»dego
a ∈ {0, 1, · · · , p− 1} a zatem i dla ka»dego a caªkowitego.

3. Zadanie
* Ewaluacje. Sensowne wyniki mo»emy osi¡gn¡¢ podstawiaj¡c za abstrakcyjne x i y konkretne

warto±ci i patrz¡c na rozwini¦cie Newtona, np. podstawiaj¡c x = 0 i y = 1 otrzymujemy:

1 = (0 + 1)n =

(
n

0

)
0n +

(
n

1

)
0n−1 · 1 + · · ·+

(
n

n− 1

)
0 · 1n−1 +

(
n

n

)
1n =

(
n

n

)
,

co ju» sprawdzili±my w poprzednim zadaniu.

(a) Uzasadnij, »e (
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n,

wywnioskuj, »e zbiór n-elementowy ma 2n podzbiorów.

(b) Uzasadnij, »e dla n > 0 (
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− · · · ±

(
n

n

)
= 0

Poka», »e nie jest to prawd¡ dla n = 0.

(c) ** Uzasadnij, »e(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ · · ·+
(
n

n

)2

=

(
n

0

)(
n

n

)
+

(
n

1

)(
n

n− 1

)
+ · · ·+

(
n

n

)(
n

0

)
=

(
2n

n

)
.


