Ko6tko 26.01.2011 - Nie ma lipy!

Czaskamy zadanka!

Przed treningiem rozgrzewka musi by¢

1.

Na plaszczyznie danych jest 6 punktéow, z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Y.aczac
niektére z tych punktéw narysowano 10 odcinkéw. Wykaz, ze w ten sposéb uzyskano co najmniej
jeden trojkat.

. Kazdy punkt prostej pomalowano jednym z dwéch koloréw. Wykazaé, ze istniejg trzy rézne punkty

jednego koloru, z ktérych jeden jest srodkiem odcinka o koiicach w dwéch pozostalych punktach.

Dane sa liczby 1,2,3,4,5,6. Wykonujemy operacje polegajaca na dodaniu liczby 1 do pewnych
dwodch sposrod tych liczb. Postepowanie to kontynuujemy. Czy mozemy w ten sposéb otrzymad
ciag sktadajacy sie z szesciu réwnych liczb?

. Drzewo binarne to drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek ma co najwyzej dwoch synéw. Regularne

drzewo binarne to drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek ma 0 lub 2 synoéw. Glebokoscia wierz-
chotka w ukorzenionym drzewie nazwiemy ilo§¢ krawedzi na $ciezce miedzy korzeniem drzewa, a
tym wierzchotkiem. Liscie to wierzchotki, ktére nie maja synéw, a pozostate wierzchotki to wezty
wewnetrzne. Niech X bedzie suma glebokosci weztéw wewnetrznych, a Y suma glebokosci lisci w
regularnym drzewie binarnym o n wierzchotkach. Udowodnié¢, ze Y = X +n — 1.

Niech waga liscia = o glebokosci d drzewa binarnego wyrazona wzorem w(z) = 2~¢. Udowodnij, ze
> w(x) <1, gdzie sumujemy po wszystkich lisciach x.

Jedziemy z koksem

1.

Na szachownicy 9 x 9 ustawiono 9 wiez w taki sposob, ze zadne dwie nie bijg sie. Nastepnie kazda
wieze przestawiono na inne pole ruchem konika szachowego. Wykazaé, ze po tym przestawieniu
pewne dwie wieze bija sie.

. W turnieju tenisa stolowego uczestniczylo 2n zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegral z kazdym

innym zawodnikiem co najwyzej jeden mecz. Po turnieju okazalo sie, ze dokladnie n zawodnikow
rozegrato po dwa mecze, a pozostalych n zawodnikéw po trzy mecze. Wyznacz wszystkie liczby
catkowite dodatnie n, dla ktérych taka sytuacja jest mozliwa.

Rozstrzygnaé, czy istnieje 777 kolejnych liczby naturalnych, wéréd ktérych znajduje sie doktadnie
7 liczb pierwszych.

W przestrzeni danych jest takich n punktow (n > 4), ze zadne cztery nie leza na jednej plaszczyznie.
Kazde dwa z tych punktéw potaczono odcinkiem niebieskim lub czerwonym. Udowodnij, ze mozna
tak wybra¢ jeden z tych koloréw, aby kazde dwa punkty byly polaczone odcinkiem lub tamana
wybranego koloru.

Rozstrzygnaé, czy istnieje taki zbior S ztozony z 777 réznych liczb catkowitych dodatnich, ze suma
liczb dowolnego niepustego podzbioru zbioru .S nie jest kwadratem liczby catkowite;.

Dana jest tablica rozmiaru 2n x 2n, w ktorej 3n pol pomalowano na czarno. Wykazaé, ze mozna tak
wybra¢ n kolumn oraz n wierszy, by kazde czarne pole znalazlo sie w pewnym wybranym wierszu
lub w pewnej wybranej kolumnie.
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11.

12.

13.

14.

Czy wierzchotki 20—kata foremnego mozna tak ponumerowac liczbami 1,2, . .., 20, aby uzy¢ wszyst-
kich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech kolejnych wierzchotkéw suma ich numeréw byta nie
wieksza niz 427 OdpowiedZ uzasadnij.

Kazda liczbe naturalng pomalowano na jeden z dwéch koloréw. Dowiesé, ze dla kazdej liczby
naturalnej n istniejg rézne liczby naturalne a,b > n takie, ze liczby a,b i a + b sa jednego koloru.

Kazdemu wierzchotkowi 100-kata foremnego trzeba przyporzadkowaé¢ pewna dodatnia liczbe rze-
czywistg. Czy mozliwe jest takie przyporzadkowanie, w ktorym kazda liczba jest rowna wartosci
bezwzglednej roznicy liczb, ktore z nig sasiaduja? Odpowiedz uzasadnij.

Na niektorych polach kwadratowej planszy o parzystych wymiarach n X n stoja pionki. Co sekunde
jeden z pionkéw przechodzi na wolne pole sasiednie. Po pewnym czasie wszystkie pionki znalazty
sie na swoich wyjsciowych pozycjach. Kazdy pionek wykonal n? ruchéw i odwiedzil wszystkie pola
planszy. Dowies¢, ze byl moment, w ktérym zaden pionek nie stal na swoim polu wyjsciowym.

Dany jest ciag n? + 1 liczb. Wykazaé, ze cigg ten zawiera podciag n + l-elementowy niemalejacy
lub podciag n + 1-elementowy nierosnacy.

Z n? plytek w ksztalcie trojkata réwnobocznego o boku 1 utozono tréjkat réwnoboczny o boku n.
Kazda plytka jest z jednej strony biala, a z drugiej czarna. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych
czynnoSci: Wybieramy plytke P majaca wspoélne boki z co najmniej dwiema plytkami, ktérych
widoczne strony maja kolor inny niz widoczna strona plytki P . Nastepnie odwracamy plytke P na
druga strone. Dla kazdego n > 2 rozstrzygnaé, czy istnieje poczatkowe utozenie ptytek, pozwalajace
wykona¢ nieskoriczony ciag ruchoéw.

Szachownica n x n wypelniono liczbami rzeczywistymi z przedziatu (—1,1). Suma liczb w kazdym
kwadracie 2 x 2 jest zerem. Udowodnié, ze suma wszystkich liczb na szachownicy nie przekracza n.

Liczby 1,2, ...,9 napisano na osobnych kartkach. Gracze na przemian zabieraja sobie po jednej z
nich. Wygrywa ten, kto jako pierwszy skompletuje trzy kartki o sumie liczby réwnej 15. Gracz
rozpoczynajacy wybral kartke z liczbg 2. Jaki ruch powinien wykonaé¢ drugi gracz. Czy ktorys z
zawodnikéw ma strategie wygrywajaca? Jesli tak, to ktory?



