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Zdecydowana wiekszo$é materiatu jest bezczelnie zerznieta z wyktadu Oli Baranowskiej z Proserw
2011, zachecam do poréwnania. Inne mozliwe Zrédta to matma.ilo.pl, czy google — jest sporo wynikdw
z zadaniams.

Definicja 1.

Funkcja f : [a,b] — R jest wypukla wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkich x,y € [a,b] i dowolnej f(y)
liczby t € [0, 1] zachodzi nierdwnosé:

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y).

ft-z+(1—1t) y)
Gdy nierdwnosé zachodzi w drugg strone, funkcja jest

wklesta.
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Nas w zasadzie odchodzi jedynie wniosek:

Whiosek 2. Niech a bedzie ustalong liczbg rzeczywistq. Jezeli o > 1 lub oo < 0 to funkcja f(x) = x® jest
wypukta. Jezeli a € (0,1), to funkcja ta jest wklesta.

Na przyklad funkcja 22 jest wypukta, zas funkcja /z jest wklesta.

Ogolnie, jezeli istnieje druga pochodna funkcji f, to f jest wypukla na [a,b] wtedy i tylko wtedy,
gdy druga pochodna jest nieujemna na [a,b]. Podobnie f jest wklesta, jezeli druga pochodna f jest
niedodatnia.

Twierdzenie 3 (nieré6wnos¢ Jensena). Niech f : Ry — R bedzie funkcjg wypuktq. Jezeli liczby x1, xa, ..., xy
sq dodatnie, za$ liczby nieujemne oy, Qa, ..., o, sumujq sie do 1, to zachodzi

flarzn + aome + .o+ anwy) < ar f(21) + o f(z2) + .o + i f(20)
Jesli funkcja jest wklesta, nierdwnosé zachodzi w drugg strone.

Liczby aq,...,a, nazywamy wagami, najczesciej uzywamy wag a3 = aa = ... = a, = 1/n lub wag
ar=z1/(x1+ ... Fap),ae=x2/(x1+ ...+ Xn), ..,y =xp(x1 + ...+ Ty).

ZADANIE 1
Wykaz, ze dla dowolnych a, b, ¢ dodatnich zachodzi

3a% + 302 +3c2 > (a + b+ )2
ZADANIE 2
Dowiedz, ze jesli a, b, ¢ sa dodatnie i sumuja sie do 1, to

a® + 03+ > (6 + V7 + 2)2
ZADANIE 3

Niech z1,...,z, beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi.
1. Udowodnij, ze zachodzi tzw. nierownosé pomiedzy srednia arytmetyczna i kwadratows

1+ ...+, 224+ a2
<4/ .
n n

2. Udowodnij, ze zachodzi tzw. nieré6wno$¢ pomiedzy Srednia kwadratows i szescienna, tzn.

\/x%—&—...—i—x% < i/a;?—&——i—x%
n = n '
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ZADANIE 4
Udowodnij nieréwnosé

§/3+x3/§+ €/3f€/§<2\3/§.

ZADANIE 5
Wykaz, ze dla dowolnych z,y, z dodatnich zachodzi

sy F 2+ VT 2+ 2/T +y < V2@ +y+2)(zy +yz + 2x).
1.1 *Nierowno$é Jensena dla funkcji innych niz z¢.

ZADANIE 6
Pokaz, ze dla z,y, 2z € Ry takich, ze x + y + z = 1 zachodzi

3r+1 3y+1 3z+1<9
z+1  y+1  z+1 2

ZADANIE 7
Pokaz, ze jesli a, b, ¢ s liczbami dodatnimi sumujacymi sie do 1, to zachodzi

V+e)2a+b+c)+(a+c)a+20+c)+/(a+b)(a+b+2c) <2V2.



	*Nierównosc Jensena dla funkcji innych niz x.

