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Bardzo dobrym podrecznikiem, uczacym m.in. o ciagach jednomonotonicznych jest ksiazka L. Kur-
landczyka “Wedréwki po krainie nier6wnosci”.

Jezeli mamy ciagi liczb rzeczywistych aq,...,a,,b1,...,b, to

a; az ... a

’Vbi bz b:J = a1by + asby + ...+ anb,.
. . . ; . 21 1 2 . e .
jest fajnym zapisem czego$ oczywistego. Przykladowo 5 = 9 1 > 9 1| = 4. To jest ogo6lniejszy
fenomen:
Twierdzenie 1. WeZmy ciggi niemalejgee a1 < as < ... < ay oraz by < by < ... < by, Jezeli by, ..., b,
jest permutacjq ciggu by, ..., by, to

a1 ag v Qp ay az co. Qp ay Qg s Qp
[bn bu1 .. leg{bg b b’nJg[bl by ... bJ

Innymi stowy: najwiekszq wartosé osiggamy uktadajgc ciggi zgodnie, najmniejszqg — przeciwnie.

Wskazowka do dowodu. Chcemy wybraé i “posortowa¢” permutacje b},...,b,. Wystarczy pokazaé, ze
Jezeh a; < Gaj oraz bz > bj, to aibi + ajbj < aibj + Ciji. O
Whniosek 2. Ustalmy ciggi aq,...,an @ b1, ..., by, takie, ze z nieréwnosci a; > a; wynika b; > b;. Jezeli
by,..., bl jest permutacjq ciggu by, ..., by, to

a1 a9 e Qp < a, az ... Qap < a; a2 ... Qp

b bp_1 ... by| By by oo WL T b ba .. b
Dowdd. Zaiste, zamierimy indeksy tak, by ciag ai,...,a, byl uporzadkowany niemalejaco. Na mocy
zalozen by, ..., b, tez jest uporzadkowany niemalejaco!! Teraz mozemy zastosowaé poprzednie stwierdze-
nie. O

Warto podkresli¢, ze, w przeciwienistwie do $rednich, ciagi nie potrzebuja zalozenia, ze liczby sa
dodatnie.

Zadanka

ZADANIE 1
Uzasadnij, ze dla liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé
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Czy i dlaczego warunek dodatniosci liczb a,b jest potrzebny?

ZADANIE 2
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi

2a0% < a®b+ b3a < a* + b
ZADANIE 3
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi

a?b+bc+ Ad+dPa<a®+ 02+ 3+ d.



ZADANIE 4
Uzasadnij, ze jezeli a; < as < ... < ayoraz by <by <...< by, to

n'(albl—i—agbg—i—...—i—anbn)2(a1+a2+...+an)-(b1+b2+...+bn).

Uzyj tej nieré6wnosci, by udowodnié¢ nieréwnosé¢ pomiedzy $rednia arytmetyczng i kwadratowsa, ale uwazaj
na zatozenia.

ZADANIE 5
Uzasadnij, ze jezeli a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami dodatnimi, to

w
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b+c¢c c+a a+b’ 2

ZADANIE 6
Niech w trojkacie ABC liczby hg, hy, he oznaczaja dlugosci wysokosci opuszczonych na boki diugosci
a, b, c odpowiednio. Uzasadnij, ze

(a+b+c) (ha + hy +I’LC) > 18PapBc.

ZADANIE 7
Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieré6wnosé

a\/a+b\/5+c\/5>a\/a+b\/5+c\/5.
b+c a+c¢c a+b” a+b b+c cHa

ZADANIE 8
Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieré6wnosé

a\/a+b\/l;+c\/(?>a\/5+b\/5+c\/5.
b+c a+c¢c a+b” a+b b+c cHa




