Jednoktadnosé

Teoria

1. Definicja 1.1 Jednoktadnoscig o skali k wzgledem O (ktéry nazywamy Srodkiem jednoktadnosci)

nazywamy przeksztatcenie plaszczyzny ktore kazdemu punktowi A przyporzedkowuje punkt A’ taki,
ze:

e A, 0, A" - na jednej prostej

o 04 = [K|OA]

o Jezeli k <0 to A, A’ lezqg po réznych stronach O, a jezeli k > 0, to po jednej.
Strasznie formalnie wyszlo... Alternatywna definicja: Jednokladno$é jaka jest, kazdy widzi. Naj-

lepiej mysle¢ o jednokladnosci jako o takim upgradowanym podobiernistwie, ale ono jest mocno
upgradowane, jak Zergling na III poziomie w poréwnaniu do tego z I w sc.

. Jednoktadnos$é przenosi proste na proste, odcinki na odcinki, okregi na okregi. Mnozy przez |k|

dtugosci. Zachowuje katy i przenosi punkty przeciecia na punkty przeciecia. Przenosi rownolegte na
rownolegle. Z grubsza zachowuje cala geometrie sytuacji.

Metatwierdzenie 1.1 Jednoktadnosé zachowuje wszystkie sensowne konstrukcje: przenosi styczne
na styczne, $rodki okregow opisanych na Srodki okregow opisanych, ortocentra na ortocentra itp.

Tylko informacyjnie. Dla gtebszych rozwazar polecam stare kitka.

Ztozenie dwoch jednoktadnosci o skalach «, B jest:

e Jednokladnoscia o skali af, jezeli af # 1

e Translacja (tj. przesunieciem o wektor), jezeli a8 = 1 (mozna na to patrzeé jak na jednoklad-
no$¢ o nieskonczonym srodku)

Zadania

. Okrag wpisany w AABC jest styczny do AB w punkcie E. Niech EF bedzie $rednica tego okregu.

Okrag dopisany do boku AB tréjkata ABC jest styczny do tego boku w G. Udowodnié, ze punkty
C, F, G sa wspoétliniowe.

Okregi O 1 Oq sa styczne wewnetrznie w punkcie P (O2 ma mniejszy promien od O;). Cieciwa AB
okregu O jest styczna do okregu O w M. Udowodnié, ze PM jest dwusieczng kata ZAPB.

Twierdzenie 1.2 (prosta Eulera) Udowodnié, ze w tréjkqcie nieréwnobocznym ABC $rodek ciez-
kosci M, ortocentrum H i Srodek okregu opisanego O lezq na jednej prostej.



(a) Rozwazyé $rodki A',B',C’ bokéw BC,CA, AB. Udowodnié, ze $rodek okregu opisanego na
ABC to ortocentrum A’'B'C’.

(b) Udowodnié, ze srodki ciezkosci NA'B'C’ i AABC pokrywajq sie.
(¢) udowodnié twierdzenie, stosujgc odpowiednig jednoktadnosé.
(d) znalezé stosunek OM/HM.

4. Twierdzenie 1.3 (okrag Feuerbacha, dziewieciu punktéw) Niech H i O oznaczajqg ortocen-
trum i Srodek okregu opisanego na trijkgcie nieréwnobocznym ABC. Udowodnié, Ze
(a) istnieje okrag przechodzqcy przez Srodki bokdw i spodki wysokosci ABC' (tgcznie 6 punktow),
(b) Srodek F tego okregu lezy na prostej Eulera (prostej HO ), jaki jest stosunek FO/HO?

(c) okrag ten przechodzi réwniez przez srodku odcinkdéw tqczqcych wierzchotki z ortocentrum (+8

punkty).
Jeden z piekniejszych dowodoéw wykorzystuje odbicia ortocentrum wzgledem bokéw.

1.2 Pompowanie

Zadania ze zbiorku dra Pompe (na stronie), ktorych dowody kazdy na 2. etapie powinien pamietaé (i same
fakty takze =):
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1.3 Jedna stereometria na pocieszenie

ZADANIE
Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do §cian ABC' i BC'D odpowiednio w punktach P i Q.
Dowies¢, ze LZAPB = ZCQD.

Zrédto: Wyktady M. Kiezy



