Ferie, a my nadal chodzimy do szkoty :) (Jednoktadnosc)

Teoria

1.

Jednokladnoscia o skali k wzgledem O (ktory nazywamy $rodkiem jednokladno$ci) nazywamy prze-
ksztalcenie ptaszczyzny ktore kazdemu punktowi A przyporzadkowuje punkt A’; taki, ze:

e A, 0, A -na jednej prostej
o [04'] = [K]j0A
e Jezeli k < 0 to A, A’ leza po réznych stronach O, a jezeli k > 0, to po jednej.

Strasznie formalnie wyszlo... Alternatywna definicja: Jednoktadno$é jaka jest, kazdy widzi.

Jednoktadnosé przenosi odcinki na odcinki, tréjkaty na trojkaty, punkty szczegolne, takie jak np.
§rodek okregu na punkty szczegdlne (nowych trojkatow), okregi na okregi.

Jednokladnosé zachowuje punkty przeciecia, czyli przenosi np. okregi styczne na styczne, proste
réwnolegle na réwnolegte (nawet na réwnolegte do prostych przed jednokladnoscia).

. Zlozenie dwoch jednoktadnosci o skalach «, 3 jest:

e Jednokladnoscig o skali a3, jezeli af # 1

e Translacja, jezeli a8 = 1 (mozna na to patrzeé¢ jak na jednoktadnosé o nieskoriczonym srodku)

Zadania

1.

Udowodni¢, ze w trojkacie ABC $rodek ciezkosci, ortocentrum i §rodek okregu opisanego leza na

jednej prostej (prostej Eulera).

Rozwigzanie:

Niech M oznacza srodek ciezkosci, H ortocentrum, a O §rodek okregu opisanego.

Zauwazmy najpierw, ze O pokrywa sie z ortocentrum trojkata DEF, gdzie D, E, F to srodki bokéw

BC,CA, AB odpowiednio (dowdd z zadaniach przygotowawczych do OMa 2008, 2. seria).

Wiemy, ze trzy srodkowe AD, BE,CF w trojkacie ABC przecinaja sie w $rodku ciezkosci M 1i jest
AM BM CM

DM 2 EM 2 FM

Niech J oznacza jednokltadnosé o §rodku w M i skali f%. 7 powyzszych réwnosci wynika, ze
J(A)=D,J(B)=E,J(C)=F

Stad J przenosi AABC na ADEF, wiec, jakoze jednoktadno$é¢ zachowuje punkty szczegolne troj-
kata, przenosi ona ortocentrum H tréjkata ABC, na ortocentrum DEF, czyli na O:

J(H) =0

To juz dowodzi, ze H, M, O sa wspoélliniowe, gdyz punkt, §rodek jednoktadnosci i obraz punktu sa
zawsze wspotliniowe.

Okrag wpisany w AABC jest styczny do AB w punkcie E. Niech E'F bedzie $rednica tego okregu.
Okrag dopisany do boku AB trojkata ABC jest styczny do tego boku w G. Udowodnié, ze punkty
C, F, G sa wspoélliniowe.

Rozwigzanie:



Niech 07 oznacza okrag wpisany w AABC, a oy okrag dopisany do boku AB. Niech J bedzie
jednoktadnoscia o §rodku w C, ktora przeksztalca oo w o1 (jednokladno$é taka zawsze istnieje,
wystarczy wzia¢ jednoktadno$c, ktora przeksztalca srodek na §rodek) i niech G = J(G). Chcemy
wykazaé, ze G' = F.

Jednokladnosé zachowuje rownoleglosé prostych, wiec prosta [ styczna do o1 w G’ jest rownolegta
do prostej stycznej do oo w G, czyli do prostej AB. Nie moze byé¢, | = AB, gdyz AB jest styczna
do 09 blizsza C, wiec przechodzi na stycznag do 0q blizszg C (troche to nieformalnie w tym miejscu).
Prosta [ jest wiec styczng do o; w G’ réwnolegla do AB i inng niz AB. 7 tego juz wynika, ze
prosta taczaca punkty stycznosci AB il do o1 jest §rednica o1 (0 jednym koricu w E), czyli G' = F
(wynika to z konstrukeji F).

Stad juz wynika, ze C,J(G) = F,G sa wspolliniowe, jako $rodek jednokladnosci, punkt i obraz
punktu.

3. Okregi O; i O, sa styczne wewnetrznie w punkcie B. Srednica AC okregu O jest styczna do okregu
Oy w M. Udowodnié, ze BM jest dwusieczng kata ZABC.
Rozwiazanie:
Niech C5 bedzie srodkiem okregu Os. Rozwazmy jednokladnos§é J o §rodku w B, przenoszaca
01 na Oy. Niech A" = J(A),C" = J(C). Z wlasnosci jednokladnosci A’C’ jest érednica Oy oraz
A'C'||AC. Ponadto AC L MCs, bowiem AC jest styczna. Stad A'C’' L MCs, co w polaczeniu z
|A'Cy| = |C'Cy| implikuje |[MA’| = |[MC|.
Punkt M jest wiec §rodkiem tuku A’C” okregu opisanego na A’BC’, a przez ten punkt przechodzi
dwusieczna, co bylo udowadniane wczesniej, wiec prosta BM jest dwusieczng kata A’BC’, a wiec i
ABC.

4. (de facto Tales) Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuklego ABC'D. Udowodnié, ze:

(a) Srodki bokéw tego czworokata tworza réwnolegtobok.
Rozwigzanie:
Niech E, F, G, H beda srodkami bokéw AB, BC,CD, DA odpowiednio. Z twierdzenia Talesa
dla katéw o wierzchotkach B, D jest:

EF| 1
EF||AC, == = =
I TAC| ~ 2
IGH| 1

H|JAC, =2 = =
GHIIAC, 7] = 3

Stad FF||GH i |[EF| = |GH]|, czyli EFGH jest réwnolegtobokiem.

(b) Srodki ciezkosci trojkatow ABP, BCP, CDP, DAP tworza réwnolegtobok.
Rozwigzanie:
Jednoktadno$é¢ J srodku w P i skali % przenosi §rodki bokéw na $rodki ciezkosci odpowied-
nich tréjkatow, wynika to z faktu, ze srodkowe przecinajg sie w stosunku 2 : 1. Oczywiscie
jednokladnosé przenosi réwnolegltobok na réwnoleglobok.

(c) Policzy¢ pola tych rownolegtobokow.
Rozwigzanie:
Pole pierwszego réwnolegtoboku wynosi %PABCD, mozna to policzy¢ liczac pola tréjkatow,
ktore zostana po obcieciu. Pole drugiego réwnolegtoboku wynosi wiec (%)2 %PABCD = %PABCD,
z wlasnosci jednoktadnosci.

5. Dany jest szeSciokat ABCDEF. Wykazaé, ze §rodki ciezkosci trojkatow ABC, BCD, CDE, DEF,
EFA, FAB tworza szeSciokat, w ktorym przeciwlegle boki sa rownolegte i réwne.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze para przeciwlegtych bokow to np. Srodki ciezkosci trojkatow: ABC, BCDi DEF, EF A.
Niech My, Ms, M3, My oznaczajg Srodki ciezkosci ABC, BCD, DEF, EF A odpowiednio oraz niech
G oznacza §rodek boku BC, G, $rodek boku EF. Jednoktadnosé wzgledem G; o skali 3 prze-
ksztalca M1 Ms w AD, wiec

|MiMs| 1




8.

Podobnie jednoktadnos$é wzgledem Go o skali 3 przeksztatlca MsMy na AD, stad
|MsMy| 1

7 tych dwoch zaleznoSci juz wynika teza dla tych bokéw. Dla pozostatych bokéw rozumujemy
analogicznie.

(*) Okregi 01, 02 0 rownych promieniach sg styczne wewnetrznie do okregu o w punktach A, B odpo-
wiednio. Punkt P nalezy do okregu o. Proste PA, PB przecinaja okregi 01,00 w C, D. Udowodni¢,
ze CD||AB.
Rozwiazanie:
Niech J,,, bedzie jednokladnoscia wzgledem B przenoszaca o2 na o, a J,e, jednokladnoscia o srodku
w A przenoszaca o na oy oraz niech J = Jop, 0 Jo,o = Joo, (Joso). Zlozenie to przenosi punkt D
na C, gdyz Jo,0o(D) = P, Joo, (P) = C oraz przenosi punkty A, B na punkty lezace na prostej AB,
gdyz, np. dla B J,,,(B) = B, wiec J(B) = Joo,(B), a B, Joo, (B), A sa wspolliniowe.
Stad J przenosi prosta AB na samg siebie.
Policzmy, jaki jest iloczyn skal jednoktadnosci J,,0, Joo,- Niech O1,02,0 beda Srodkami, za$
71,79 = 71,7 promieniami o1, 02, 0 odpowiednio. Mamy

r

. |BO|
120(02) = O, Jo0(B) = B skal : _—
Joy0(02) = O, Jo,0(B) skala wynosi B0~ 1

Analogicznie wnioskujemy, ze skala J,,, wynosi lNloczyn skal wynosi 1, wiec J, jako
zlozenie jest translacjg. Liczymy tylko warto$é bezwgledna, bo bezposrednio widaé, ze obie skale
sa dodatnie.

Skoro J(D) = C, to J = T, (translacja o wektor DC), a skoro J(AB) = AB, to CD||AB.

o r2
p .

(*) Okregi O i Oy sg wpisane w kat o wierzchotku P. Ponadto sa one wpisane w katy wierzchot-
kowe o wierzchotku ). Niech R - punkt na O;. Niech proste RP i RQ przecinaja Os w 4 punktach.
Udowodni¢, ze pewne 2 z tych punktéw sa §rednica Os.

Rozwigzanie:

Niech Jg bedzie jednokladnoscia wzgledem () przenoszaca O; na O i niech Jp bedzie jednoktad-
noscia wzgledem P przenoszaca O; na Oz. Niech A = Jo(R), B = Jp(R). Wtedy A, B naleza do
zbioru punktéw przeciecia RP, RQ z Os. Pozostaje wykazaé, ze AB jest Srednica Os.
Niewatpliwie Jp # Jg, a wigc A # B (Srodek, punkt, obraz jednego punktu juz definiuje jedno-
ktadnosé). Niech styczna do Oy w A nazywa sie a, a w B - b, a do O; w R - r. Z wtasnosci
jednoktadnosci mamy al|r i b||r. Ponadto a # b. Stad juz wynika, jak w zadaniu drugim, ze AB to
$rednica.

Wszystkie zadania z kotka ze staszica. Dzieki Ci Ulal

Pare dodatkowych prostych zadan

1.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym ZAC B = 45. Udowodni¢, ze |CH| = |AB|, gdzie H - ortocentrum
ABC.

Punkty D, FE, F leza na bokach BC,CA, AB trojkata ABC odpowiednio. Proste AD, BE,CF
przecinaja sie w P. Wykazaé, ze jezeli w czworokaty AEPF i BFPD mozna wpisa¢ okregi, to
mozna wpisa¢ okrag i w czworokat CEPD.

Wskazowka: Zalozmy, ze mamy czworokat wypukly ABCD oraz, ze potproste AB i DC przecinaja
sie w E, a potproste AD i BC'w F. Wtedy w czworokat ABC' D mozna wpisaé okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy AE+ CF = AF +CE.

Punkty E, F leza na bokach BC, AD rownolegtoboku ABCD, przy czym |BE| = |DF|. Punkt
K lezy na boku CD. Odcinek EF przecina odcinki AK, BK w punktach P,Q. Udowodnié, ze
P(AFP)+ P(BEQ) = P(KPQ), gdzie P(X) - pole figury X.

Zadania ze skryptu p. Pompe.

Wszelkie uwagi i btedy prosze zglaszac.



