
Ferie, a my nadal chodzimy do szkoªy :) (Jednokªadno±¢)

Teoria

1. Jednokªadno±ci¡ o skali k wzgl¦dem O (który nazywamy ±rodkiem jednokªadno±ci) nazywamy prze-
ksztaªcenie pªaszczyzny które ka»demu punktowi A przyporz¡dkowuje punkt A′, taki, »e:

• A,O,A′ - na jednej prostej

• |OA′| = |k||OA|
• Je»eli k < 0 to A,A′ le»¡ po ró»nych stronach O, a je»eli k > 0, to po jednej.

Strasznie formalnie wyszªo... Alternatywna de�nicja: Jednokªadno±¢ jaka jest, ka»dy widzi.

2. Jednokªadno±¢ przenosi odcinki na odcinki, trójk¡ty na trójk¡ty, punkty szczególne, takie jak np.
±rodek okr¦gu na punkty szczególne (nowych trójk¡tów), okr¦gi na okr¦gi.

3. Jednokªadno±¢ zachowuje punkty przeci¦cia, czyli przenosi np. okr¦gi styczne na styczne, proste
równolegªe na równolegªe (nawet na równolegªe do prostych przed jednokªadno±ci¡).

4. Zªo»enie dwóch jednokªadno±ci o skalach α, β jest:

• Jednokªadno±ci¡ o skali αβ, je»eli αβ 6= 1

• Translacj¡, je»eli αβ = 1 (mo»na na to patrze¢ jak na jednokªadno±¢ o niesko«czonym ±rodku)

Zadania

1. Udowodni¢, »e w trójk¡cie ABC ±rodek ci¦»ko±ci, ortocentrum i ±rodek okr¦gu opisanego le»¡ na
jednej prostej (prostej Eulera).
Rozwi¡zanie:
Niech M oznacza ±rodek ci¦»ko±ci, H ortocentrum, a O ±rodek okr¦gu opisanego.
Zauwa»my najpierw, »e O pokrywa si¦ z ortocentrum trójk¡ta DEF , gdzie D,E, F to ±rodki boków
BC,CA,AB odpowiednio (dowód z zadaniach przygotowawczych do OMa 2008, 2. seria).
Wiemy, »e trzy ±rodkowe AD,BE,CF w trójk¡cie ABC przecinaj¡ si¦ w ±rodku ci¦»ko±ci M i jest

AM

DM
= 2,

BM

EM
= 2,

CM

FM
= 2

Niech J oznacza jednokªadno±¢ o ±rodku w M i skali − 1
2 . Z powy»szych równo±ci wynika, »e

J(A) = D,J(B) = E, J(C) = F

St¡d J przenosi 4ABC na 4DEF , wi¦c, jako»e jednokªadno±¢ zachowuje punkty szczególne trój-
k¡ta, przenosi ona ortocentrum H trójk¡ta ABC, na ortocentrum DEF , czyli na O:

J(H) = O

To ju» dowodzi, »e H,M,O s¡ wspóªliniowe, gdy» punkt, ±rodek jednokªadno±ci i obraz punktu s¡
zawsze wspóªliniowe.

2. Okr¡g wpisany w 4ABC jest styczny do AB w punkcie E. Niech EF b¦dzie ±rednic¡ tego okr¦gu.
Okr¡g dopisany do boku AB trójk¡ta ABC jest styczny do tego boku w G. Udowodni¢, »e punkty
C,F,G s¡ wspóªliniowe.
Rozwi¡zanie:
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Niech o1 oznacza okr¡g wpisany w 4ABC, a o2 okr¡g dopisany do boku AB. Niech J b¦dzie
jednokªadno±ci¡ o ±rodku w C, która przeksztaªca o2 w o1 (jednokªadno±¢ taka zawsze istnieje,
wystarczy wzi¡¢ jednokªadno±¢, która przeksztaªca ±rodek na ±rodek) i niech G′ = J(G). Chcemy
wykaza¢, »e G′ = F .
Jednokªadno±¢ zachowuje równolegªo±¢ prostych, wi¦c prosta l styczna do o1 w G′ jest równolegªa
do prostej stycznej do o2 w G, czyli do prostej AB. Nie mo»e by¢, l = AB, gdy» AB jest styczn¡
do o2 bli»sz¡ C, wi¦c przechodzi na styczn¡ do o1 bli»sz¡ C (troch¦ to nieformalnie w tym miejscu).
Prosta l jest wi¦c styczn¡ do o1 w G′ równolegª¡ do AB i inn¡ ni» AB. Z tego ju» wynika, »e
prosta ª¡cz¡ca punkty styczno±ci AB i l do o1 jest ±rednic¡ o1 (o jednym ko«cu w E), czyli G′ = F
(wynika to z konstrukcji F ).
St¡d ju» wynika, »e C, J(G) = F,G s¡ wspóªliniowe, jako ±rodek jednokªadno±ci, punkt i obraz
punktu.

3. Okr¦gi O1 i O2 s¡ styczne wewn¦trznie w punkcie B. �rednica AC okr¦gu O1 jest styczna do okr¦gu
O2 w M . Udowodni¢, »e BM jest dwusieczn¡ k¡ta ∠ABC.
Rozwi¡zanie:
Niech C2 b¦dzie ±rodkiem okr¦gu O2. Rozwa»my jednokªadno±¢ J o ±rodku w B, przenosz¡c¡
O1 na O2. Niech A′ = J(A), C ′ = J(C). Z wªasno±ci jednokªadno±ci A′C ′ jest ±rednic¡ O2 oraz
A′C ′||AC. Ponadto AC ⊥ MC2, bowiem AC jest styczn¡. St¡d A′C ′ ⊥ MC2, co w poª¡czeniu z
|A′C2| = |C ′C2| implikuje |MA′| = |MC ′|.
Punkt M jest wi¦c ±rodkiem ªuku A′C ′ okr¦gu opisanego na A′BC ′, a przez ten punkt przechodzi
dwusieczna, co byªo udowadniane wcze±niej, wi¦c prosta BM jest dwusieczn¡ k¡ta A′BC ′, a wi¦c i
ABC.

4. (de facto Tales) Punkt P le»y wewn¡trz czworok¡ta wypukªego ABCD. Udowodni¢, »e:

(a) �rodki boków tego czworok¡ta tworz¡ równolegªobok.
Rozwi¡zanie:
Niech E,F,G,H b¦d¡ ±rodkami boków AB,BC,CD,DA odpowiednio. Z twierdzenia Talesa
dla k¡tów o wierzchoªkach B, D jest:

EF ||AC, |EF |
|AC|

=
1
2

GH||AC, |GH|
|AC|

=
1
2

St¡d EF ||GH i |EF | = |GH|, czyli EFGH jest równolegªobokiem.

(b) �rodki ci¦»ko±ci trójk¡tów ABP , BCP , CDP , DAP tworz¡ równolegªobok.
Rozwi¡zanie:
Jednokªadno±¢ J ±rodku w P i skali 2

3 przenosi ±rodki boków na ±rodki ci¦»ko±ci odpowied-
nich trójk¡tów, wynika to z faktu, »e ±rodkowe przecinaj¡ si¦ w stosunku 2 : 1. Oczywi±cie
jednokªadno±¢ przenosi równolegªobok na równolegªobok.

(c) Policzy¢ pola tych równolegªoboków.
Rozwi¡zanie:
Pole pierwszego równolegªoboku wynosi 1

2PABCD, mo»na to policzy¢ licz¡c pola trójk¡tów,
które zostan¡ po obci¦ciu. Pole drugiego równolegªoboku wynosi wi¦c ( 2

3 )2 1
2PABCD = 2

9PABCD,
z wªasno±ci jednokªadno±ci.

5. Dany jest sze±ciok¡t ABCDEF . Wykaza¢, »e ±rodki ci¦»ko±ci trójk¡tów ABC, BCD, CDE, DEF ,
EFA, FAB tworz¡ sze±ciok¡t, w którym przeciwlegªe boki s¡ równolegªe i równe.
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my, »e para przeciwlegªych boków to np. ±rodki ci¦»ko±ci trójk¡tów: ABC,BCD iDEF,EFA.
Niech M1,M2,M3,M4 oznaczaj¡ ±rodki ci¦»ko±ci ABC,BCD,DEF,EFA odpowiednio oraz niech
G1 oznacza ±rodek boku BC, G2 ±rodek boku EF . Jednokªadno±¢ wzgl¦dem G1 o skali 3 prze-
ksztaªca M1M2 w AD, wi¦c

M1M2||AD,
|M1M2|
|AD|

=
1
3

2



Podobnie jednokªadno±¢ wzgl¦dem G2 o skali 3 przeksztaªca M3M4 na AD, st¡d

M3M4||AD,
|M3M4|
|AD|

=
1
3

Z tych dwóch zale»no±ci ju» wynika teza dla tych boków. Dla pozostaªych boków rozumujemy
analogicznie.

6. (*) Okr¦gi o1, o2 o równych promieniach s¡ styczne wewn¦trznie do okr¦gu o w punktach A,B odpo-
wiednio. Punkt P nale»y do okr¦gu o. Proste PA, PB przecinaj¡ okr¦gi o1, o2 w C,D. Udowodni¢,
»e CD||AB.
Rozwi¡zanie:
Niech Jo2o b¦dzie jednokªadno±ci¡ wzgl¦dem B przenosz¡c¡ o2 na o, a Joo1 jednokªadno±ci¡ o ±rodku
w A przenosz¡c¡ o na o1 oraz niech J = Joo1 ◦ Jo2o = Joo1(Jo2o). Zªo»enie to przenosi punkt D
na C, gdy» Jo2o(D) = P , Joo1(P ) = C oraz przenosi punkty A,B na punkty le»¡ce na prostej AB,
gdy», np. dla B Jo2o(B) = B, wi¦c J(B) = Joo1(B), a B, Joo1(B), A s¡ wspóªliniowe.
St¡d J przenosi prost¡ AB na sam¡ siebie.
Policzmy, jaki jest iloczyn skal jednokªadno±ci Jo2o, Joo1 . Niech O1, O2, O b¦d¡ ±rodkami, za±
r1, r2 = r1, r promieniami o1, o2, o odpowiednio. Mamy

Jo2o(O2) = O, Jo2o(B) = B skala wynosi:
|BO|
|BO2|

=
r

r2

Analogicznie wnioskujemy, »e skala Joo1 wynosi r1
r = r2

r . Iloczyn skal wynosi 1, wi¦c J , jako
zªo»enie jest translacj¡. Liczymy tylko warto±¢ bezwgl¦dn¡, bo bezpo±rednio wida¢, »e obie skale
s¡ dodatnie.
Skoro J(D) = C, to J = T ~DC (translacja o wektor DC), a skoro J(AB) = AB, to CD||AB.

7. (*) Okr¦gi O1 i O2 s¡ wpisane w k¡t o wierzchoªku P . Ponadto s¡ one wpisane w k¡ty wierzchoª-
kowe o wierzchoªku Q. Niech R - punkt na O1. Niech proste RP i RQ przecinaj¡ O2 w 4 punktach.
Udowodni¢, »e pewne 2 z tych punktów s¡ ±rednic¡ O2.
Rozwi¡zanie:
Niech JQ b¦dzie jednokªadno±ci¡ wzgl¦dem Q przenosz¡c¡ O1 na O2 i niech JP b¦dzie jednokªad-
no±ci¡ wzgl¦dem P przenosz¡c¡ O1 na O2. Niech A = JQ(R), B = JP (R). Wtedy A,B nale»¡ do
zbioru punktów przeci¦cia RP,RQ z O2. Pozostaje wykaza¢, »e AB jest ±rednic¡ O2.
Niew¡tpliwie JP 6= JQ, a wi¦c A 6= B (±rodek, punkt, obraz jednego punktu ju» de�niuje jedno-
kªadno±¢). Niech styczna do O2 w A nazywa si¦ a, a w B - b, a do O1 w R - r. Z wªasno±ci
jednokªadno±ci mamy a||r i b||r. Ponadto a 6= b. St¡d ju» wynika, jak w zadaniu drugim, »e AB to
±rednica.

8. Wszystkie zadania z kóªka ze staszica. Dzi¦ki Ci Ula!

Par¦ dodatkowych prostych zada«

1. Dany jest trójk¡tABC, w którym ∠ACB = 45. Udowodni¢, »e |CH| = |AB|, gdzieH - ortocentrum
ABC.

2. Punkty D,E, F le»¡ na bokach BC,CA,AB trójk¡ta ABC odpowiednio. Proste AD,BE,CF
przecinaj¡ si¦ w P . Wykaza¢, »e je»eli w czworok¡ty AEPF i BFPD mo»na wpisa¢ okr¦gi, to
mo»na wpisa¢ okr¡g i w czworok¡t CEPD.
Wskazówka: Zaªó»my, »e mamy czworok¡t wypukªy ABCD oraz, »e póªproste AB iDC przecinaj¡
si¦ w E, a póªproste AD i BC w F . Wtedy w czworok¡t ABCD mo»na wpisa¢ okr¡g wtedy i tylko
wtedy, gdy AE + CF = AF + CE.

3. Punkty E,F le»¡ na bokach BC,AD równolegªoboku ABCD, przy czym |BE| = |DF |. Punkt
K le»y na boku CD. Odcinek EF przecina odcinki AK,BK w punktach P,Q. Udowodni¢, »e
P (AFP ) + P (BEQ) = P (KPQ), gdzie P (X) - pole �gury X.

4. Zadania ze skryptu p. Pompe.

5. Wszelkie uwagi i bª¦dy prosz¦ zgªasza¢.
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