
Przekr¦ty pªaszczyzny

Teoria

1. De�nicja K¡tem skierowanym ∠ABC = ∠(AB,BC) b¦dziemy nazywa¢ miar¦ k¡ta o jaki trzeba
przekr¦ci¢ pªaszczyzn¦ wokóª B tak, by póªprosta BA przeszªa na póªprost¡ BC. Taki k¡t jest
dokªadnie jeden z dokªadno±ci¡ do 360◦ i z t¡ dokªadno±ci¡ b¦dziemy mierzy¢. Ponadto, dla uzupeª-
nienia de�nicji miary k¡ta skierowanego, zakªadamy, »e miara ta nie zmienia si¦ przy przesuni¦ciu
o wektor i obrocie.

Oczywi±cie je»eli przekr¦cimy póªprost¡ BA na BC, a pó¹niej póªprost¡ BC na BA, to otrzymujemy
obrót przenosz¡cy póªprost¡ BA na BA, czyli obrót o 0◦. St¡d wynika dziwna równo±¢

∠CBA = −∠ABC

w przeciwie«stwie do zwykªych k¡tów, gdzie mamy ABC = CBA. Zwykle przyjmuje si¦, »e kr¦cimy
przeciwnie do wskazówek zegara, czyli k¡t ∠(XO,OY ) = 90◦ (OX,OY , to osie ukªadu wspóªrz¦d-
nych, X = (0, 1), Y = (1, 0)).

2. W zdaniu �miara k¡ta nie zmienia si¦ w przesuni¦ciu o wektor i obrocie� chodzi o to, »e je»eli
mamy przeksztaªcenie J które jest obrotem lub przesuni¦ciem o wektor, to mamy ∠(AB,BC) =
∠(J(AB), J(BC)), gdzie J(AB) to póªprosta otrzymana po przeksztaªceniu póªprostej AB. Za-
uwa»my, »e zwykªa miara k¡ta nie zmienia si¦ przy przesuni¦ciu, obrocie i symetrii wzgl¦dem prostej.
Inaczej jest z k¡tami skierowanymi.

Lemat K¡t skierowany zmienia znak w symetrii wzgl¦dem prostej.

Dowód: We¹my dowolny k¡t ∠ABC. Mo»na zaªo»y¢, »e mamy policzy¢ jego miar¦ w symetrii
wzgl¦dem dwusiecznej l tego k¡ta skierowanego (która jest zde�niowana tak samo, jak dwusieczna
zwykªego k¡ta), bowiem w innym przypadku mo»emy tak przesuwa¢ i obraca¢ k¡t (nie zmieniaj¡c
miary), »e prosta, wzgl¦dem której robimy symetri¦, stanie si¦ t¡ dwusieczn¡.
W symetrii wzgl¦dem prostej l póªprosta BA przechodzi na BC, a BC przechodzi na BA, wi¦c
∠ABC w tej symetrii przechodzi na ∠CBA, bowiem obrót o α przenosi BA na BC, wi¦c po symetrii
przenosi on BC na BA. St¡d k¡t ∠ABC zmienia si¦ w ∠CBA = −∠ABC.
Je»eli S jest symetri¡ wzgl¦dem prostej, to przenosi ona k¡t skierowany na k¡t symetryczny do
niego: S(∠ABC) = ∠S(A)S(B)S(C). St¡d wynika ∠S(A)S(B)S(C) = −∠ABC, czyli

∠S(C)S(B)S(A) = ∠ABC

3. Mo»na zrezygnowa¢ z warunku, »e odpowiednie póªproste przechodz¡ na siebie i rozwa»a¢ k¡ty z
dokªadno±ci¡ do 180◦, ale wtedy obrót o 180◦ jest nie do odró»nienia od obrotu o 0◦, a zwykle s¡
to jednak dwa ró»ne przesztaªcenia, wi¦c nie b¦dziemy rezygnowa¢ z tego warunku.

4. W k¡tach skierowanych k¡ty wierzchoªkowe i naprzemianlegªe (zgodnie skierowane) s¡ równe, bo-
wiem mo»na odpowiednio obróci¢ i przesun¡¢. Mamy równie» zawsze

∠BAC + ∠CAD = ∠BAD
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Dowód: obrót o ∠BAC przenosi póªprost¡ AB na AC, a obrót o k¡t ∠CAD przenosi póªprost¡
AC na póªprost¡ AD, st¡d obrót o k¡t ∠BAC + ∠CAD przenosi AB na AD, czyli z de�nicji
∠BAC + ∠CAD = ∠BAD (byªo tutaj milcz¡ce zaªo»enie, »e obrót wokóª A o α + β to zªo»enie
obrotu wokóª A o α i obrotu wokóª A o β).

Mo»emy wi¦c spokojnie dodawa¢ k¡ty skierowane, czego raczej nie mogli±my robi¢ ze zwykªymi
k¡tami (przypadek, gdy D le»y wewn¡trz k¡ta ∠BAC). Ta równo±¢ jest gªówn¡ przewag¡ k¡tów
skierowanych nad zwykªymi. Mo»emy z niej wywnioskowa¢, »e ∠CBA = −∠ABC, bowiem z de�-
nicji ∠BAB = 0◦.

5. Suma k¡tów zgodnie skierowanych trójk¡ta 4ABC wynosi 180◦, innymi sªowy:

∠ABC + ∠BCA+ ∠CAB = 180◦

Dowód: Niech D b¦dzie obrazem A w przesuni¦ciu o wektor ~BC. Wtedy ∠ABC = ∠DCX, gdzie
X le»y daleeko na póªprostej BC. Z równo±ci k¡tów naprzemianlegªych otrzymujemy ∠CAB =
∠ACD, wi¦c

∠ABC+∠BCA+∠CAB = ∠DCX+∠BCA+∠ACD = ∠BCA+∠ACD+∠DCX = ∠BCX = 180◦

Ostatnia równo±¢ wprost z de�nicji.

6. Najpro±ciej jest my±le¢ o k¡tach skierowanych, jak o zwykªych k¡tach ze sztucznie dodanym zwrotem
(k¡ty lewoskr¦tne i prawoskr¦tne) i sztucznie okre±lonymi reguªami: k¡ty o tym samym zwrocie
dodajemy, a o przeciwnych odejmujemy.

7. De�nicja Obrotem o k¡t skierowany α = ∠(BA,AC) wokóª A nazywamy obrót wokóª A, który
póªprost¡ AB przenosi na póªprost¡ AC i piszemy OαA. A nazywamy ±rodkiem obrotu. Zauwa»my,
»e je»eli obrót nie jest o k¡t 0◦, to jedynym punktem, który po obrocie zostaje niezmieniony jest A.

8. Lemat Obrót OαA da si¦ zapisa¢ jako zªo»enie symetrii wzgl¦dem prostej BA z symetri¡ wzgl¦dem
prostej AC (najpierw odbijamy wzgl¦dem BA) dla których jest ∠(BA,AC) = α

2 , co zapisujemy jako
OαA = SAC ◦ SBA.
Dowód: We¹my dowolne proste AB i AC, takie, »e k¡t skierowany pomi¦dzy BA a AC to α

2 .
Wtedy ∠BAC = α

2 lub ∠BAC = α
2 + 180◦, tak czy inaczej 2∠BAC = α.

We¹my dowolne X 6= A. Niech X ′ oznacza X odbity w symetrii wzgl¦dem BA, a X ′′ oznacza X ′

odbity w symetrii wzgl¦dem AC. Wtedy ∠XAB = ∠BAX ′ i ∠X ′AC = ∠CAX ′′, st¡d ∠XAX ′′ =
∠XAB + ∠BAX ′ + ∠X ′AC + ∠CAX ′′ = 2(∠BAX ′ + ∠X ′AC) = 2∠BAC = α.
Zauwa»my, »e korzystali±my w tych równo±ciach z ∠BAC+∠CAD = ∠BAD i ∠S(C)S(B)S(A) =
∠ABC i dzi¦ki temu nie musieli±my rozwa»a¢ niezliczonych przypadków.

9. Twierdzenie Zªo»enie obrotów OαA i OβB (najpierw obrót wokóª A), czyli OβB ◦ OαA (skªadamy od
prawej) jest

(a) Obrotem o k¡t α+ β wokóª X takiego, »e ∠XAB = α
2 i ∠XBA = −β2 je±li α+ β 6= 0,

(b) Przesuni¦ciem pªaszczyzny o wektor 2 ~AB je»eli α+β jest wielokrotno±ci¡ 360◦, czyli α+β = 0
(mierzymy z dokªadno±ci¡ do 360◦).

Dowód: NiechXA b¦dzie tak¡ prost¡, »e ∠XAB = α
2 i niechBY b¦dzie tak¡ prost¡, »e ∠ABY = β

2
(punkty X,Y le»¡ gdzie± daleeko i sªu»¡ tylko do ustalania póªprostych). Z lematu OαA = SAB ◦SXA
i OβB = SBY ◦ SAB , wi¦c OβB ◦ OαA = SBY ◦ SAB ◦ SAB ◦ SXA. Oczywi±cie dwukrotna symetria
wzgl¦dem prostej AB to to samo co identyczno±¢, wi¦c

OβB ◦O
α
A = SBY ◦ SXA

Rozwa»my 2 przypadki:
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(a) Proste AX i BY s¡ równolegªe. Jest ∠XAB = ∠Y BC, gdzie C le»y na prostej BA po innej
stronie B ni» A, wi¦c β

2 + α
2 = ∠ABY + ∠XAB = ∠ABY + ∠Y BC = ∠ABC = 180◦, wi¦c

β + α = 2 · 180◦ = 360◦ = 0◦.
Niech D b¦dzie dowolnym punktem pªaszczyzny, niech D′ oznacza jego obraz w symetrii
wzgl¦dem AX, a D′′ obraz D′ w symetrii wzgl¦dem BY , D1 oznacza rzut prostopadªy D na
AX, a D2 rzut prostopadªy D na BY . Skoro AX||BY , to punkty D,D1, D2, D

′, D′′ le»¡ na
jednej prostej prostopadªej do AX.
Mamy, z wªasno±ci symetrii ~DD1 = ~D1D′ i ~D′D2 = ~D2D′′, ponadto, skoro wszystko le»y na
jednej linii, to ~DD′′ = ~DD1 + ~D1D′ + ~D′D2 + ~D2D′′ = 2( ~D1D′ + ~D′D2) = 2 ~D1D2 = 2 ~AB.

(b) Je»eli AX i BY nie s¡ równolegªe to α + β 6= 0 (rozumowanie analogiczne jak wy»ej). Niech
C oznacza punkt przeci¦cia AX i BY . Mamy

OβB ◦O
α
A = SBY ◦ SXA = O

2∠(XC,CY )
C

Popatrzmy na trójk¡t 4ABC. K¡t ∠CAB to α
2 lub α

2 − 180◦, w zale»no±ci od tego, po
której stronie prostej AB le»y C i X (sprawd¹ na rysunku), ale zawsze zachodzi 2∠CAB = α.
Analogicznie ∠ABC mo»e by¢ równy β

2 lub β
2 + 180◦, tak czy owak 2∠ABC = β.

Skoro ∠ABC+∠CAB+∠BCA = 180◦, α+β+2∠BCA = 2∠ABC+2∠CAB+2∠BCA = 0◦,
wi¦c 2∠BCA = −(α+ β), czyli 2∠ACB = α+ β.

10. De�nicja Powiemy, »e 2 �gury s¡ zgodnie zorientowane, je»eli s¡ one podobne: A1A2 · · ·An '
B1B2 · · ·Bn i odpowiednie k¡ty skierowane s¡ równe:

∠A1A2A3 = ∠B1B2B3,∠A2A3A4 = ∠B2B3B4, · · · ,∠An−1AnA1 = ∠Bn−1BnB1,∠BnB1B2 = ∠AnA1A2

11. Ten tekst powstaª w du»ej mierze w oparciu o artykuª prof. Piotra Grzeszczuka z Delty 10/04
dost¦pnego pod www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/delta1004/grzeszczuk.pdf.

Zadania

1. Punkt P le»y wewn¡trz trójk¡ta równobocznego ABC i jest PA = 3, PB = 4, PC = 5. P ′ jest
takie, »e trójk¡t 4APP ′ jest zgodnie zorientowany z 4ABC. Udowodnij, »e PP ′C = 90◦.
Rozwi¡zanie:
Rozwa»my obrót O1 wokóª A, przenosz¡cy B na C (czyli obrót o ±60◦, zale»nie od orientacji
4ABC). Skoro 4ABC i 4APP ′ s¡ zgodnie zorientowane, to O1 przenosi P na P ′ (je»eli nie
wierzysz, to rozwa» 2 przypadki - obrót o 60◦ i −60◦).
Obrót ten przenosi B na C i P na P ′, wi¦c |CP ′| = |BP | = 4. Ponadto, |PP ′| = |AP | = 3, bo
4APP ′ jest równoboczny. Wiemy te», »e |CP | = 5. Trójk¡t PP ′C ma boki 3, 4, 5, jest wi¦c, z tw.
odwrotnego do Pitagorasa, prostok¡tny, przy czym k¡t prosty jest mi¦dzy bokami dªugo±ci 3 i 4,
czyli w P ′.

2. Na pªaszczy¹nie dane s¡ 2 trójk¡ty równoboczne zgodnie zorientowane ABC i CDE (maj¡ce
wspólny wierzchoªek C) oraz punkty F i G, takie, »e AD = AF , BE = BG i ∠DAF = ∠EBG
(k¡ty skierowane!). Wykaza¢, »e trójk¡t CFG jest równoboczny.
Rozwi¡zanie:
Niech O1 oznacza obrót wokóª C, przenosz¡cy D na E (jest to obrót o ∠DCE = ±60◦). Skoro
4ABC i 4CDE s¡ zgodnie zorientowane, to O1 przenosi A na B, wi¦c przenosi on AD na BE,
czyli

|AD| = |BE|

Obrót O1 przenosi F na punkt F ′, taki, »e, |BF ′| = |O1(A)O1(F )| = |AF | = |AD| = |BE| = |BG|
i ∠EBF ′ = ∠O1(D)O1(A)O1(F ) = ∠DAF = ∠EBG. Drugie od ko«ca przej±cie wynika z tego, »e
obrót zachowuje k¡ty. Z równo±ci

|BF ′| = |BG| i ∠EBF ′ = ∠EBG

otrzymujemy F ′ = G. Tak wi¦c obrót O1 wokóª C przenosi F na G, wi¦c |CF | = |CG| i ∠FCG =
±60◦, czyli FCG = 60◦ (zwykªy k¡t). Trójk¡t 4CFG jest równoramienny o k¡cie 60◦ mi¦dzy
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ramionami, jest wi¦c równoboczny.
Faktu, »e w równo±ci ∠DAF = ∠EBG mamy k¡ty skierowane, u»yli±my do udowodnienia, »e
F ′ = G. Gdyby nie byªo tu k¡tów skierowanych, a zwykªe, to ten dowód i teza byªyby faªszywe.

3. Na bokach trójk¡ta ABC budujemy, po zewn¦trznej stronie trójk¡ty równoboczne. Udowodnij, »e
±rodki ci¦»ko±ci tych trójk¡tów tworz¡ trójk¡t równoboczny.
Rozwi¡zanie:
Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e obrót wokóª ±rodka ci¦»ko±ci trójk¡ta zbudowanego na boku
XY o 120◦ przenosi X na Y , gdzie (X,Y ) = (A,B), (B,C), (C,A) (czyli odp. obroty przerzucaj¡ A
na B, B, na C, C na A, »eby tak byªo, wystarczy ew. pozamienia¢ nazwy punktów A,B,C). Niech
K,L,M oznaczaj¡ ±rodki ci¦»ko±ci trójk¡tów zbudowanych na bokach AB,BC,CA, odpowiednio.
Z tego, co powiedziaªem wy»ej, wynika, »e

O120◦

K (A) = B,O120◦

L (B) = C,O120◦

M (C) = A

Z tych równo±ci wynika, »e

O120◦

M ◦O120◦

L ◦O120◦

K (A) = O120◦

M ◦O120◦

L (B) = O120◦

M (C) = A

doko«czenie 1: Twierdzenie o skªadaniu obrotów mówi, nam, »e zªo»enie obrotów O120◦

L ◦O120◦

K jest
obrotem wokóª pewnego punktu X o 240◦. Co wi¦cej, wiemy, »e O240◦

X = O120◦

L ◦O120◦

K (A) = C, tak
wi¦c musi zachodzi¢ |XA| = |XC| i ∠AXC = 240◦, czyli ∠CXA = −240◦ = 120◦. Jedynym punk-
tem speªniaj¡cym te równania jest punkt M , a wi¦c X = M . Dalej korzystaj¡c z tego twierdzenia
otrzymujemy

∠MKL = 60◦,∠MLK = −60◦

Skoro k¡ty wewn¦trzne w trójk¡cie 4MLK s¡ mniejsze od 180◦, to MKL = MLK = 60◦, a wi¦c
trójk¡t 4MKL jest równoboczny.
doko«czenie 2: Zamiast szuka¢ X z de�nicji, mo»emy pój±¢ dalej i stwierdzi¢, »e z tw. o skªadaniu
obrótow, przeksztaªcenie O120◦

M ◦O120◦

L ◦O120◦

K jest przesuni¦ciem o wektor (bo 120◦+120◦+120◦ =
0◦), a skoro zachowuje ono na miejscu punkt A, to musi by¢ identyczno±ci¡ (przesuni¦ciem od
wektor zerowy), gdy» przesuni¦cie o wektor niezerowy nie zachowuje »adnego punktu. Mamy wi¦c

O120◦

M ◦O120◦

L ◦O120◦

K = id

czyli
O−120◦

M ◦O120◦

M ◦O120◦

L ◦O120◦

K = O−120◦

M

O120◦

L ◦O120◦

K = O−120◦

M

St¡d bezpo±rednio wnioskujemy, »e X, okre±lony jak w doko«czeniu 1. jest równy M . Dalsze
rozumowanie jak w doko«czeniu 1.

4. Dane s¡ rozª¡czne oprócz punktu C, zgodnie zorientowane kwadraty ACMN i KLCB o ±rodkach
P i R odpowiednio. Niech Q,S b¦d¡ ±rodkami odcinków AB, ML. Wykaza¢, »e PQRS jest
kwadratem.
Rozwi¡zanie:
Niech O1 b¦dzie obrotem o ±rodku w P przeksztaªcaj¡cym A na C, jest to obrót o ±90◦. Wtedy
obrót O2 o ±rodku w R o t¦ sam¡ ilo±¢ stopni co O1 przeksztaªca C na B, gdy» ACMN i KLCB
s¡ zgodnie zorientowane.
Rozwa»my zªo»enie:

O2 ◦O1

Jest to obrót o ±90◦ = ±180◦ = 180◦, gdy» mierzymy z dokªadno±ci¡ do 360◦, wokóª pewnego X.
Ponadto obrót ten przeksztaªca A w C, czyli X jest ±rodkiem odcinka AC, a wi¦c X = S. Z tw. o
zªo»eniu obrotów

∠SPR = 45◦ i ∠SRP = −45◦

Skoro s¡ to k¡ty w trójk¡cie, czyli ich miary s¡ mniejsze od 180◦, to

SPR = SRP = 45◦(�zwykªe� k¡ty)

Trójk¡t PSR jest wi¦c równoramienny i prostok¡tny. Rozpatruj¡c zªo»enie obrotów wokóª P i R
przeksztaªcaj¡cych M na C i C na L, udowadniamy, »e PQR jest prostok¡tny równoramienny, a
wi¦c PQRS jest kwadratem.
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5. Dane s¡ punkty A,B,C,D tworz¡ce czworok¡t wypukªy. Punkt P jest taki, »e |AP | = |BP |,
|CP | = |DP | oraz APB = CPD = 90◦. Udowodnij, »e |AC| = |BD| i AC ⊥ BD. Przy okazji,
jaki jest warunek konieczny i dostateczny na to, »eby przek¡tne w czworok¡cie przecinaªy si¦ pod
k¡tem prostym?
Rozwi¡zanie:
Skoro ABCD jest wypukªy (wa»na jest tutaj kolejno±¢ wierzchoªków), to k¡ty ∠APB i ∠CPD s¡
zgodnie zorientowane. Obrót O wokóª P , przeksztaªcaj¡cy A na B przeksztaªca te» AC na BD,
wi¦c |AC| = |BD|. Obrót O jest obrotem o ±90◦, wi¦c k¡t skierowany mi¦dzy AC a BD wynosi
te» ±90◦, zwykªy k¡t wynosi wi¦c 90◦, czyli AC ⊥ BD.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, »eby przek¡tne w czworok¡cie wypukªym przecinaªy
si¦ pod k¡tem prostym jest: sumy kwadratów dªugo±ci przeciwlegªych boków s¡ równe, inaczej,
|AB|2 + |CD|2 = |AD|2 + |BC|2.

6. Na bokach czworok¡ta wypukªego ABCD zbudowano, po zewn¦trznej stronie trójk¡ty prostok¡tne
równoramienne ABP , BCQ, CDR, DAS, z k¡tami prostymi przy P,Q,R, S. Udowodnij, »e
PR ⊥ QS.
Rozwi¡zanie:
Niech O1 b¦dzie obrotem wokóª P przeksztaªcaj¡cym A na B, a O2 obrotem wokóªQ przeksztaªcaj¡-
cym B na C. Obroty te s¡ zgodnie zorientowane, wi¦c rozumujemy jak w zadaniu 4. i stwierdzamy,
»e

O2 ◦O1 = O180◦

M

gdzie M jest ±rodkiem AC. St¡d, rozumuj¡c jak dalej w zadaniu 4.:

|MP | = |MQ| i PMQ = 90◦

Analogicznie stwierdzamy, »e
|MP | = |MR| i RMS = 90◦

Pozostaje krótko uzasadni¢, »e PQRS jest wypukªy (wskazówka: mo»na rozwa»y¢ podziaª pªasz-
czyzny prostymi zawieraj¡cymi boki ABCD) i skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

7. Punkt P le»y wewn¡trz czworok¡ta wypukªego ABCD i jest taki, »e ADP i BCP s¡ równoboczne.
Na bokach AB i CD zbudowano, po zewn¦trznej stronie trójk¡ty równoboczne ABL i CDM .
Udowodni¢, »e P jest ±rodkiem odcinka LM .
Rozwi¡zanie:
Rozwa»my zªo»enie obrotu O1 wokóª A, przeksztaªcaj¡cego L na B, O2 wokóª P przeksztaªcaj¡cego
B na C, O3 wokóª D, przeksztaªcaj¡cego C na M . Te 3 obroty s¡ zgodnie zorientowane (zrób
rysunek i popatrz dlaczego) i s¡ to obroty o ±60◦. Zªo»enie O3 ◦ O2 ◦ O1 jest wi¦c obrotem o
±3 · 60◦ = 180◦, przenosz¡cym L na M , jest wi¦c obrotem wokóª ±rodka odcinka LM .
Zªo»enie obrotów wokóª A i P jest obrotem o ±120◦ wokóª punktu X, takiego, »e

∠XAP = ±30◦ i ∠XPA = ∓30◦

Punkt X jest wi¦c (zrób rys. i patrz rys.) punktem symetrycznym do ±rodka trójk¡ta APD
wzgl¦dem prostej AP .
Popatrzmy teraz na zªo»enie obrotów o ±120◦ wokóª X i o ±60◦ wokóª D, jak na obrót o 180◦

wokóª Y . Punkt Y musi speªnia¢

∠Y XD = ±60◦ i ∠Y DX = ∓30◦

Zauwa»my, »e punkt P speªnia obie te zale»no±ci (a punkt je speªniaj¡cy jest tylko jeden), jest wi¦c
P = Y , co ko«czy dowód, bowiem O180◦

Y (L) = M .

8. Na zewn¡trz boków AB i BC trójk¡ta ABC zbudowano trójk¡ty prostok¡tne równoramienne ABP
i BCQ, z k¡tami prostymi przy wierzchoªkach P i Q. Udowodni¢, »e je»eli M - ±rodek boku AC,
to trójk¡t MPQ jest te» równoramienny prostok¡tny.
Rozwi¡zanie:
Zªo»enie obrotu wokóª P , przeksztaªcaj¡cego A na B i obrotu wokóª Q, przeksztaªcaj¡cego B na
C jest obrotem o 180◦, przeksztaªcaj¡cym A na C, jest wi¦c obrotem wokóª M , czyli MPQ =
MQP = 45◦, trójk¡t MPQ jest wi¦c prostok¡tny i równoramienny (szczegóªy jak w zadaniu 4.).
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9. 58 OM, 2 etap, zadanie 2. Dany jest pi¦ciok¡t wypukªy ABCDE, w którym BC = CD,
DE = EA, BCD = DEA = 90◦. Udowodni¢, »e z odcinków o dªugo±ciach AC, CE, EB mo»na
zbudowa¢ trójk¡t. Wyznacz miary jego k¡tów znaj¡c miar¦ α k¡ta ACE i miar¦ β k¡ta BEC.
Rozwi¡zanie:
Je»eli potraktujemy pi¦ciok¡t z zadania jako trójk¡t ABD z doczepionymi trójk¡tami prostok¡t-
nymi równoramiennymi, to, stosuj¡c poprzednie zadanie, otrzymujemy ECM - prostok¡tny równo-
ramienny (k¡t prosty przy M), gdzie M - ±rodek AB.
Obrót o 180◦ wokóª M przenosi A na B i da si¦ rozpisa¢ jako zªo»enie symetrii wzgl¦dem MC z
symetri¡ wzgl¦dem ME, gdy» CM ⊥ME (patrz lemat w cz¦±ci teoretycznej), czyli

SME ◦ SCM (A) = B

Niech K = SCM (A). Wtedy |KC| = |CA| i SME(K) = B, wi¦c |KE| = |BE|. Trójk¡t EKC ma
wi¦c dªugo±ci boków AC,CE,EB. Pozostaje wyliczy¢ jego k¡ty. Jest MEB = MEC − BEC =
45 − α, wi¦c KEC = 2(45 − α) + α = 90 − α. Analogicznie KCE = 90 − β, wi¦c EKC = α + β.
Mo»emy tak swobodnie wszystko dodawa¢, mimo, »e s¡ to k¡ty zwykªe, bo pi¦ciok¡t ABCDE jest
wypukªy i to narzuca odpowiednie poªo»enie punktów na pªaszczy¹nie (zrób rys. i patrz rys.).

10. 57 OM, 2 etap, zadanie 5. Punkt C jest ±rodkiem odcinka AB. Okr¡g o1 przechodz¡cy przez
A,C przecina okr¡g o2 przechodz¡cy przez B,C w ró»nych punktach C,D. Punkt P jest ±rodkiem
tego ªuku AD okr¦gu o1, który nie zawiera C. Punkt Q jest ±rodkiem tego ªuku BD okr¦gu o2,
który nie zawiera C. Dowie±¢, »e CD ⊥ PQ.
Rozwi¡zanie:
K¡ty ∠BQD i ∠DPA s¡ zgodnie zorientowane. Ponadto (w zwykªych k¡tach) BQD = 180◦−BCD
i DPA = 180◦ − ACD (punkty P,Q,D le»¡ z tej samej strony AB), wi¦c BQD + DPA = 180◦.
Skoro k¡ty te s¡ zgodnie zorientowane to

∠BQD + ∠DPA = 180◦

Obrót o ∠BQD wokóª Q przeksztaªca B na D, a obrót o ∠DPA wokóª P przeksztaªca D na A,
wi¦c zªo»enie O∠DPA

P ◦O∠BQD
Q przeksztaªca B na A, a jest ono obrotem o ∠BQD+∠DPA = 180◦

wokóª pewnego X, a wi¦c X musi by¢ ±rodkiem boku AB, czyli X = C.
Z tw. o skªadaniu obrotów otrzymujemy wi¦c

∠CPQ =
∠DPA

2

poniewa» DPA
2 jest k¡tem o mierze mniejszej ni» 180◦ (przechodz¡c od k¡tów skierowanych do

zwykªych musimy pami¦ta¢, o tym, »e mogªoby, teoretycznie, by¢ CPQ = ±180◦ + DPA
2 , bo

liczymy z dokªadno±ci¡ do 360◦ miar¦ DPA), to i

CPQ =
DPA

2

Z drugiej strony, czego zreszt¡ milcz¡co u»yªem przy de�niowaniu obrotów, jest |PA| = |PD|, wi¦c
4DPA jest równoramienny, a wi¦c

ADP =
180◦ −DPA

2
= 90◦ − DPA

2
= 90− CPQ

Poniewa» wszystko le»y tak jak powinno :P, w szczególno±ci póªprosta CD przecina PQ, to je»eli
oznaczymy punkt przeci¦cia CD z PQ jako E, to k¡ty w trójk¡cie CEP speªniaj¡ PCE = 90◦ −
CPE, wi¦c

CEP = 90◦

To ko«czy dowód.
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