Przekrety ptaszczyzny

Teoria

1. Definicja Kgtem skierowanym LABC = Z(AB, BC) bedziemy nazywaé miare kqta o jaki trzeba
przekrecié ptaszczyzne wokot B tak, by potprosta BA przeszta na potprostg BC. Taki kqt jest
doktadnie jeden z doktadnoscig do 360° i z tg doktadnoscig bedziemy mierzyé. Ponadto, dla uzupet-
nienia definicji miary kqgta skierowanego, zaktadamy, zZe miara ta nie zmienia sie przy przesunieciu
o wektor i obrocie.

Oczywiscie jezeli przekrecimy potprosta BA na BC', a p6zniej potprosta BC na BA, to otrzymujemy
obrét przenoszacy polprosta BA na BA, czyli obrot o 0°. Stad wynika dziwna réwnosé

LCBA=—-/ABC

w przeciwienstwie do zwyktych katow, gdzie mamy ABC = CBA. Zwykle przyjmuje sie, ze krecimy
przeciwnie do wskazowek zegara, czyli kat Z(XO,0Y) = 90° (OX,OY, to osie uktadu wspotrzed-
nych, X = (0,1),Y = (1,0)).

2. W zdaniu ,miara kata nie zmienia sie w przesunieciu o wektor i obrocie” chodzi o to, ze jezeli
mamy przeksztatcenie J ktore jest obrotem lub przesunieciem o wektor, to mamy Z(AB, BC) =
Z(J(AB), J(B(C)), gdzie J(AB) to polprosta otrzymana po przeksztalceniu polprostej AB. Za-
uwazmy, ze zwykla miara kata nie zmienia sie przy przesunieciu, obrocie i symetrii wzgledem proste;j.
Inaczej jest z katami skierowanymi.

Lemat Kgt skierowany zmienia znek w symetrii wzgledem prostej.

Dowdd: Wezmy dowolny kat ZABC. Mozna zalozyé¢, ze mamy policzy¢ jego miare w symetrii
wzgledem dwusiecznej [ tego kata skierowanego (ktora jest zdefiniowana tak samo, jak dwusieczna
zwyklego kata), bowiem w innym przypadku mozemy tak przesuwac i obraca¢ kat (nie zmieniajac
miary), ze prosta, wzgledem ktorej robimy symetrie, stanie sie ta dwusieczna.

W symetrii wzgledem prostej | potprosta BA przechodzi na BC, a BC przechodzi na BA, wiec
/ABC w tej symetrii przechodzi na ZC B A, bowiem obrét o « przenosi BA na BC', wiec po symetrii
przenosi on BC na BA. Stad kat ZABC zmienia sie w ZCBA = —ZABC.

Jezeli S jest symetrig wzgledem prostej, to przenosi ona kat skierowany na kat symetryczny do
niego: S(LABC) = ZS(A)S(B)S(C). Stad wynika ZS(A)S(B)S(C) = —ZABC, czyli

/8(C)S(B)S(A) = ZABC

3. Mozna zrezygnowac¢ z warunku, ze odpowiednie pélproste przechodza na siebie i rozwazaé katy z
doktadnoscia do 180°, ale wtedy obrét o 180° jest nie do odréznienia od obrotu o 0°, a zwykle sa
to jednak dwa rézne przesztalcenia, wiec nie bedziemy rezygnowac z tego warunku.

4. W katach skierowanych katy wierzchotkowe i naprzemianlegle (zgodnie skierowane) sa rowne, bo-
wiem mozna odpowiednio obréci¢ i przesunaé. Mamy réwniez zawsze

LBAC+ LCAD = ZBAD



Dowdd: obrot o ZBAC przenosi polprosta AB na AC, a obrét o kat ZC'AD przenosi polprosta
AC na poétprosta AD, stad obrot o kat LZBAC + ZCAD przenosi AB na AD, czyli z definicji
/BAC + ZCAD = /BAD (bylo tutaj milczace zalozenie, ze obrot wokot A o a + (3 to zlozenie
obrotu wokot A o « i obrotu wokot A o 3).

Mozemy wiec spokojnie dodawaé katy skierowane, czego raczej nie mogliémy robi¢ ze zwyklymi
katami (przypadek, gdy D lezy wewnatrz kata ZBAC). Ta réwnosé jest glowna przewaga katow
skierowanych nad zwyklymi. Mozemy z niej wywnioskowaé, ze Z/CBA = —/ZABC, bowiem z defi-
nicji ZBAB = 0°.

. Suma katéw zgodnie skierowanych trojkata AABC wynosi 180°, innymi stowy:
ZABC + £/BCA+ ZCAB = 180°

Dowdod: Niech D bedzie obrazem A w przesunieciu o wektor BC. Wtedy ZABC = Z/DCX, gdzie
X lezy daleeko na poétprostej BC. Z réwnosci katéw naprzemianlegtych otrzymujemy /CAB =
LACD, wiec

/ABC+/BCA+/CAB = /DCX+/BCA+/ACD = /BCA+/ACD+/DCX = /BCX = 180°

Ostatnia réwnos$¢ wprost z definicji.

. Najprosciej jest mysle¢ o katach skierowanych, jak o zwyklych katach ze sztucznie dodanym zwrotem
(katy lewoskretne i prawoskretne) i sztucznie okre§lonymi regutami: katy o tym samym zwrocie
dodajemy, a o przeciwnych odejmujemny.

. Definicja Obrotem o kgt skierowany o = Z(BA, AC) wokét A nazywamy obrét wokét A, ktory
potprostqg AB przenosi na potprostg AC i piszemy O%. A nazywamy Srodkiem obrotu. Zauwazmy,
ze jezeli obrdt nie jest o kqt 0°, to jedynym punktem, ktory po obrocie zostaje niezmieniony jest A.

. Lemat Obrét OF da sie zapisaé jako ztozenie symetrii wzgledem prostej BA z symetrig wzgledem
prostej AC' (najpierw odbijamy wzgledem BA) dla ktorych jest Z(BA, AC) = §, co zapisujemy jako
Oz = Sac o SBa.

Dowdéd: Weimy dowolne proste AB i AC, takie, ze kat skierowany pomiedzy BA a AC to §.
Wtedy ZBAC = § lub ZBAC = § + 180°, tak czy inaczej 2/BAC = a.

Wezmy dowolne X # A. Niech X’ oznacza X odbity w symetrii wzgledem BA, a X" oznacza X’
odbity w symetrii wzgledem AC. Wtedy L XAB = /BAX' i1 /X'AC = ZCAX", stad ZXAX" =
LXAB+ /BAX' 4+ £/X'AC + LCAX" =2(LBAX' + £/X'AC) =2/BAC = a.

Zauwazmy, ze korzystalismy w tych réwnosciach z ZBAC + ZCAD = ZBAD i ZS(C)S(B)S(A) =
ZABC i dzieki temu nie musieliSmy rozwazaé¢ niezliczonych przypadkow.

. Twierdzenie Zlozenie obrotow OF ¢ Og (najpierw obrét wokdt A), czyli Og 0 0% (sktadamy od
prawej) jest

(a) Obrotem o kgt o + 8 wokot X takiego, ze /XAB = § i ZXBA= —g jesli a+ 3 # 0,

(b) Przesunieciem ptaszczyzny o wektor 2AB jezeli a+ [ jest wielokrotnoscig 360°, czyli o+ =0
(mierzymy z doktadnosciq do 360° ).

Dowdd: Niech X A bedzie taka prosta, ze /X AB = § iniech BY bedzie taka prosta, ze ZABY = g

(punkty XY leza gdzies daleeko i stuza tylko do ustalania potprostych). Z lematu O% = SapoSxa
i Ofé = Spy o Sap, wiec OZ 00% = Spy 0 Sap 0 Sap o Sxa. Oczywiscie dwukrotna symetria
wzgledem prostej AB to to samo co identycznosé, wiec

04 00% = Spy o Sxa

Rozwazmy 2 przypadki:



(a) Proste AX i BY sa réwnolegle. Jest LZXAB = /Y BC, gdzie C lezy na prostej BA po innej
stronie B niz A, wiec g + 5 =Z4ABY + ZXAB = ZABY + /Y BC = ZABC = 180°, wigc
O+ a=2-180° = 360° = 0°.

Niech D bedzie dowolnym punktem plaszczyzny, niech D’ oznacza jego obraz w symetrii
wzgledem AX, a D" obraz D’ w symetrii wzgledem BY, D; oznacza rzut prostopadly D na
AX, a Dy rzut prostopadly D na BY. Skoro AX||BY, to punkty D, Dy, Dy, D', D" leza na
jednej prostej prostopadtlej do AX.

Mamy, z wlasnosci symetrii DDy = D1D' i D'Dy = D,D", ponadto, skoro wszystko lezy na
jednej linii, to DD” = DDy + D1 D' 4+ D'Dy + Dy D" = 2(Dy D' + D'Dy) = 2D, Dy = 2AB.

(b) Jezeli AX i BY nie sg rownolegle to oo + 8 # 0 (rozumowanie analogiczne jak wyzej). Niech
C oznacza punkt przeciecia AX i BY. Mamy

Og o Oi = SBY o SXA = OéA(XC’CY)

Popatrzmy na trojkat AABC. Kat ZCAB to § lub § — 180°, w zaleznosci od tego, po
ktorej stronie prostej AB lezy C'i X (sprawdz na rysunku), ale zawsze zachodzi 2/CAB = a.
Analogicznie ZABC moze by¢ réwny g lub g + 180°, tak czy owak 2/ABC = §.

Skoro ZABC+/ZCAB+/ZBCA = 180°, a+[+24BCA = 2/ABC+2/CAB+2/BCA = 0°,

wiec 24BCA = —(a+ f), czyli 2ZACB = a + (.

10. Definicja Powiemy, zZe 2 figury sq zgodnie zorientowane, jezeli s¢ one podobne: AyAs--- A, ~
By Bs - -+ B, i odpowiednie kqty skierowane sq réwne:

LA A A3 = /BBy B3, LAy A3Ay = LBy B3By, -+, LAy 1AAL = LB, 1B,B1, 4B, BBy = LA, A1 Ay

11. Ten tekst powstal w duzej mierze w oparciu o artykul prof. Piotra Grzeszczuka z Delty 10/04
dostepnego pod www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/deltal 004 /grzeszczuk. pdf.

Zadania

1. Punkt P lezy wewnatrz trojkata rownobocznego ABC' i jest PA = 3, PB = 4, PC = 5. P’ jest
takie, ze trojkat AAPP’ jest zgodnie zorientowany z AABC. Udowodnij, ze PP'C = 90°.
Rozwigzanie:

Rozwazmy obrot O; wokot A, przenoszacy B na C (czyli obrét o +£60°, zaleznie od orientacji
AABC). Skoro AABC i AAPP’ sy zgodnie zorientowane, to Op przenosi P na P’ (jezeli nie
wierzysz, to rozwaz 2 przypadki - obrét o 60° i —60°).

Obrét ten przenosi B na C'i P na P’, wiec |CP'| = |BP| = 4. Ponadto, |PP'| = |AP| = 3, bo
AAPP’ jest rownoboczny. Wiemy tez, ze |CP| = 5. Trojkat PP’'C ma boki 3,4, 5, jest wiec, z tw.
odwrotnego do Pitagorasa, prostokatny, przy czym kat prosty jest miedzy bokami dtugosci 3 i 4,
czyli w P,

2. Na plaszczyznie dane sa 2 trojkaty réwnoboczne zgodnie zorientowane ABC i CDE (majace
wspolny wierzchotek C) oraz punkty F i G, takie, ze AD = AF, BE = BG i /DAF = /EBG
(katy skierowane!). Wykazac, ze trojkat CFG jest rownoboczny.

Rozwiazanie:
Niech O; oznacza obrét wokot C, przenoszacy D na E (jest to obrét o ZDCE = +60°). Skoro
AABC i ACDE sa zgodnie zorientowane, to Op przenosi A na B, wiec przenosi on AD na BE,
czyli

|AD| = |BE|

Obrot O przenosi F' na punkt F’, taki, ze, |BF'| = |01(A)O:1(F)| = |AF| = |AD| = |BE| = |BG]|
i ZEBF' = Z01(D)01(A)O1(F) = ZLDAF = ZEBG. Drugie od korica przejscie wynika z tego, ze
obrét zachowuje katy. Z réwnosci

|BF'| = |BG| i ZEBF' = /EBG

otrzymujemy F’ = G. Tak wiec obrét O; wokot C przenosi F' na G, wiec |CF| = |CG|i LFCG =
+60°, czyli FCG = 60° (zwykly kat). Trojkat ACFG jest rownoramienny o kacie 60° miedzy



ramionami, jest wiec réwnoboczny.
Faktu, ze w rownosci LDAF = /ZEBG mamy katy skierowane, uzyliSmy do udowodnienia, ze
F’ = G. Gdyby nie bylto tu katéw skierowanych, a zwykle, to ten dowod i teza bylyby falszywe.

. Na bokach tréjkata ABC budujemy, po zewnetrznej stronie trojkaty rownoboczne. Udowodnij, ze
srodki ciezkosci tych trojkatow tworza tréjkat réwnoboczny.

Rozwiazanie:

Bez straty ogoélnosci mozemy zatozy¢, ze obrét wokot srodka ciezkosci trojkata zbudowanego na boku
XY 0120° przenosi X naY, gdzie (X,Y) = (4, B), (B, (), (C, A) (czyli odp. obroty przerzucaja A
na B, B, na C, C na A, zeby tak bylo, wystarczy ew. pozamienia¢ nazwy punktow A, B, C). Niech
K, L, M oznaczaja Srodki ciezkosci trojkatow zbudowanych na bokach AB, BC, C A, odpowiednio.
7 tego, co powiedzialem wyzej, wynika, ze

032 (A) = B,0> (B) =C,0;7" (C)= A
7 tych réownosci wynika, ze
037" 0 O 0 0% (4) = 037" 0 01> (B) = 07 (C) = 4

dokoriczenie 1: Twierdzenie o sktadaniu obrotéw mowi, nam, ze ztozenie obrotow 0320700120 jest
obrotem wokot pewnego punktu X o 240°. Co wiecej, wiemy, ze 039" = 012%° 00129 (4) = C, tak
wiec musi zachodzi¢ | X A| = | XC| 1 LAXC = 240°, czyli ZOX A = —240° = 120°. Jedynym punk-
tem spelniajacym te réwnania jest punkt M, a wiec X = M. Dalej korzystajac z tego twierdzenia
otrzymujemy

IMKL =60°, ZMLK = —60°

Skoro katy wewnetrzne w trojkacie AM LK s3 mniejsze od 180°, to MKL = MLK = 60°, a wiec
trojkat AM KL jest rownoboczny.

dokoriczenie 2: Zamiast szukaé¢ X z definicji, mozemy p6js$¢ dalej i stwierdzié, ze z tw. o skltadaniu
obrotow, przeksztatcenie 03207 0 012%° 0 01207 jest przesunieciem o wektor (bo 120° +120° 4-120° =
0°), a skoro zachowuje ono na miejscu punkt A, to musi by¢ identycznoScia (przesunieciem od
wektor zerowy), gdyz przesuniecie o wektor niezerowy nie zachowuje zadnego punktu. Mamy wiec

) o o
017% 00" 003" =id

czyli
—120° 120° 120° 120° _ ~H—120°
OM e} OM e} OL e} OK = O]v[

120° 120° _ —120°
O™ 00" =0y

Stad bezposrednio wnioskujemy, ze X, okreslony jak w dokoriczeniu 1. jest réwny M. Dalsze
rozumowanie jak w dokonczeniu 1.

. Dane sg roztaczne oprécz punktu C, zgodnie zorientowane kwadraty ACMN i KLCB o $rodkach
P i R odpowiednio. Niech @,S beda $rodkami odcinkéw AB, M L. Wykazaé, ze PQRS jest
kwadratem.
Rozwigzanie:
Niech O; bedzie obrotem o §rodku w P przeksztalcajacym A na C, jest to obrot o £90°. Wtedy
obrot Oz o srodku w R o te samg ilos¢ stopni co Op przeksztalca C' na B, gdyz ACMN i KLCB
sg zgodnie zorientowane.
Rozwazmy zlozenie:

OQ ] 01

Jest to obrét o +£90° = +£180° = 180°, gdyz mierzymy z doktadno$cig do 360°, wokol pewnego X.
Ponadto obrét ten przeksztalca A w C, czyli X jest §rodkiem odcinka AC, a wiec X = S. Z tw. o
zlozeniu obrotéw

/SPR =45°1 /ZSRP = —45°

Skoro sa to katy w trojkacie, czyli ich miary sa mniejsze od 180°, to
SPR = SRP = 45°(,zwykle” katy)

Trojkat PSR jest wiec rownoramienny i prostokatny. Rozpatrujac ztozenie obrotéow wokét P i R
przeksztatcajacych M na C'i C na L, udowadniamy, ze PQR jest prostokatny réwnoramienny, a
wiec PQRS jest kwadratem.



5. Dane sa punkty A, B,C,D tworzace czworokat wypukly. Punkt P jest taki, ze |AP| = |BP],
|CP| = |DP| oraz APB = CPD = 90°. Udowodnij, ze |AC| = |BD| i AC L BD. Przy okazji,
jaki jest warunek konieczny i dostateczny na to, zeby przekatne w czworokacie przecinaly sie pod
katem prostym?

Rozwigzanie:

Skoro ABCD jest wypukly (wazna jest tutaj kolejnos¢ wierzchotkow), to katy LZAPB i ZCPD sa
zgodnie zorientowane. Obrét O wokot P, przeksztalcajacy A na B przeksztalca tez AC na BD,
wiec |AC| = |BD|. Obroét O jest obrotem o £90°, wiec kat skierowany miedzy AC' a BD wynosi
tez £90°, zwykly kat wynosi wiec 90°, czyli AC 1L BD.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby przekatne w czworokacie wypuktym przecinaty
sie pod katem prostym jest: sumy kwadratéow dlugosci przeciwleglych bokéw sa réwne, inaczej,
|AB|? + |CD|? = |AD|? + |BC|?.

6. Na bokach czworokata wypuklego ABC D zbudowano, po zewnetrznej stronie trojkaty prostokatne
rownoramienne ABP, BCQ, CDR, DAS, z katami prostymi przy P,Q,R,S. Udowodnij, ze
PR 1 @QS.

Rozwigzanie:
Niech O; bedzie obrotem wokot P przeksztatcajacym A na B, a Os obrotem wokot @) przeksztatcaja-
cym B na C. Obroty te sa zgodnie zorientowane, wiec rozumujemy jak w zadaniu 4. i stwierdzamy,
ze

0200, = 033"

gdzie M jest srodkiem AC. Stad, rozumujac jak dalej w zadaniu 4.:
|[MP|=|MQ|iPMQ =90°

Analogicznie stwierdzamy, ze
|MP|=|MR|i RMS =90°

Pozostaje krotko uzasadnié, ze PQRS jest wypukly (wskazowka: mozna rozwazyé podzial plasz-
czyzny prostymi zawierajacymi boki ABCD) i skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

7. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD i jest taki, ze ADP i BC'P s3 réGwnoboczne.
Na bokach AB i C'D zbudowano, po zewnetrznej stronie trojkaty réwnoboczne ABL i CDM.
Udowodni¢, ze P jest §rodkiem odcinka LM .

Rozwiazanie:

Rozwazmy zlozenie obrotu O; wokol A, przeksztalcajacego L na B, Os wokol P przeksztalcajacego
B na C, O3 wokotl D, przeksztatcajacego C na M. Te 3 obroty sa zgodnie zorientowane (zréb
rysunek i popatrz dlaczego) i sa to obroty o £60°. Zlozenie O3 o Oz o O jest wiec obrotem o
+3 - 60° = 180°, przenoszacym L na M, jest wiec obrotem wokot srodka odcinka LM.

Zozenie obrotéw wokot A i P jest obrotem o +120° wokoét punktu X, takiego, ze

ZXAP =430°1 LXPA = F30°

Punkt X jest wiec (zréb rys. i patrz rys.) punktem symetrycznym do $rodka trojkata APD
wzgledem prostej AP.

Popatrzmy teraz na zlozenie obrotéw o £120° wokét X i o £60° wokét D, jak na obrét o 180°
woko6t Y. Punkt Y musi spetniaé

ZYXD =460°1 Y DX = F30°

Zauwazmy, ze punkt P spelnia obie te zaleznosci (a punkt je spelniajacy jest tylko jeden), jest wiec
P =Y, co koniczy dowod, bowiem O18°° (L) = M.

8. Na zewnatrz bokéw AB i BC trojkata ABC zbudowano tréjkaty prostokatne réwnoramienne ABP
i BCQ, z katami prostymi przy wierzchotkach P i Q. Udowodni¢, ze jezeli M - Srodek boku AC,
to trojkat M PQ jest tez rownoramienny prostokatny.

Rozwiazanie:

Zlozenie obrotu wokol P, przeksztalcajacego A na B i obrotu wokol @, przeksztalcajacego B na
C jest obrotem o 180°, przeksztalcajagcym A na C, jest wiec obrotem wokol M, czyli MPQ =
MQP = 45°, trojkat M P(Q jest wiec prostokatny i rownoramienny (szczegoly jak w zadaniu 4.).



9.

10.

58 OM, 2 etap, zadanie 2. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym BC = CD,
DE = FA, BCD = DEA = 90°. Udowodni¢, ze z odcinkéw o dtugosciach AC', CE, EB mozna
zbudowad trojkat. Wyznacz miary jego katow znajac miare o kata AC'E i miare 3 kata BEC.
Rozwigzanie:

Jezeli potraktujemy pieciokat z zadania jako trojkat ABD z doczepionymi trojkatami prostokat-
nymi rownoramiennymi, to, stosujac poprzednie zadanie, otrzymujemy EC'M - prostokatny réwno-
ramienny (kat prosty przy M), gdzie M - §rodek AB.

Obrét o 180° wokét M przenosi A na B i da sie rozpisaé¢ jako ztozenie symetrii wzgledem MC z
symetrig wzgledem ME, gdyz CM 1 ME (patrz lemat w czesci teoretycznej), czyli

SME OSCM(A) = B

Niech K = Scay(A). Wtedy |[KC| = |[CA| i Syp(K) = B, wieec |[KE| = |BE|. Trojkat EKC ma
wiec dtugosci bokéw AC,CE, EB. Pozostaje wyliczy¢ jego katy. Jest MEB = MEC — BEC =
45 — o, wiec KEC = 2(45 — a) + @ = 90 — . Analogicznie KCE = 90 — 3, wiec EKC = a + (.
Mozemy tak swobodnie wszystko dodawaé¢, mimo, ze sa to katy zwykle, bo pieciokat ABCDE jest
wypukly i to narzuca odpowiednie polozenie punktéw na plaszczyznie (zréb rys. i patrz rys.).

57 OM, 2 etap, zadanie 5. Punkt C jest srodkiem odcinka AB. Okrag o; przechodzacy przez
A, C przecina okrag oo przechodzacy przez B, C w réznych punktach C, D. Punkt P jest srodkiem
tego tuku AD okregu o1, ktory nie zawiera C'. Punkt @ jest §rodkiem tego tuku BD okregu og,
ktory nie zawiera C'. Dowiesé, ze CD L PQ.

Rozwiazanie:

Katy ZBQD i ZDP A sa zgodnie zorientowane. Ponadto (w zwyktych katach) BQD = 180°— BCD
i DPA = 180° — ACD (punkty P,Q, D leza z tej samej strony AB), wiec BQD + DPA = 180°.
Skoro katy te sa zgodnie zorientowane to

/BQD + /DPA = 180°

Obrét o ZBQD wokot Q) przeksztalca B na D, a obrét o ZDPA wokét P przeksztalca D na A,
wiec zlozenie O5P74 o OéBQD przeksztatca B na A, a jest ono obrotem o ZBQD + ZDPA = 180°
wokot pewnego X, a wiec X musi by¢ srodkiem boku AB, czyli X = C.

7 tw. o sktadaniu obrotéw otrzymujemy wiec

/ZDPA
2

LCOPQ =
D 123 4 jest katem o mierze mniejszej niz 180° (przechodzac od katow skierowanych do
zwyklych musimy pamietaé¢, o tym, ze mogtoby, teoretycznie, by¢ CPQ = +180° + DTPA, bo
liczymy z doktadnoscia do 360° miare DPA), to i

poniewaz

DPA
CPQ=——
2
Z drugiej strony, czego zreszta milczaco uzytem przy definiowaniu obrotéw, jest |PA| = |PD|, wiec
ADPA jest rownoramienny, a wiec
180° — DPA DPA
ADP:f :90°—T =90 - CPQ

Poniewaz wszystko lezy tak jak powinno :P, w szczegolnosci potprosta C'D przecina PQ, to jezeli
oznaczymy punkt przeciecia CD z P(Q jako F, to katy w trojkacie CEP spetniajg PCE = 90° —
CPE, wiec

CEP =90°

To koriczy dowod.



