HOW TO STUDY MATH

Niezmienniki 11

[-..] He uses math to find the answer
The secret geometry of change
The hidden law, an invisible constraint
Proving he cannot rearrange.
KOLKO I LO BIALYSTOK
20 LisTorADA 2012

Don't just read it; fight it!

— Paul R. Halmos

Pierwsza linia
(hastati)

ZADANIE H1
Na tablicy zapisane sg liczby 1,2, 3, ...,2010. Wybieramy dowolne dwie liczby a, b, §cieramy je i wpisujemy
|a — b|. Uzasadnij, ze liczba, ktora pozostanie na koricu bedzie nieparzysta.

ZADANIE H2 MATMA.ILO.PL

Woké! okraglego stotu siedzi 14 ufoli. Poczatkowo jeden z ufoli ma 14 czarnych dziur. W jednym ruchu
kazdy ufol, ktory posiada co najmniej dwie czarne dziury, moze wzia¢ dwie ze swoich czarnych dziur
i podarowa¢ po jednej czarnej dziurze kazdemu ufolowi siedzacemu obok. Powiedz ufolom, czy moze
dojs¢ do sytuacji, gdy po pewnej liczbie ruchow kazdy ufol ma po jednej czarnej dziurze.

Druga linia
(principes)

ZADANIE P1
Sto dwadziescia siedem 0s6b uczestniczy w turnieju tenisowym. Udowodnij, ze w dowolnym momencie
trwania tego turnieju graczy, ktérzy rozegrali nieparzyscie wiele gier jest parzyscie wiele.

ZADANIE P2
Liczba n jest calkowita. Liczby 1,2,...,2n sa ustawione (w losowym porzadku) w tablicy indeksowanej
liczbami od 1 do 2n. Do kazdej liczby dodajemy jej indeks, po czym zamieniamy ja na jej reszte z dzielenia
przez 2n. Czy niezaleznie od ustawienia uzyskamy dwie réwne liczby?

Uwaga dla ekpertow: tak, uzywamy Pascala.

ZADANIE P3

Na obwodzie kola zapisano 2011 jedynek i 2012 zer. W jednym kroku wpisujemy 0 pomiedzy dwoma
kolejnymi i réwnymi liczbami oraz 1 pomiedzy dwoma kolejnymi i nieréwnymi liczbami, po czym $cieramy
stare liczby. Czy mozemy, powtarzajac te operacje, uzyska¢ konfiguracje ztozong z samych zer?

ZADANIE P4

W kazde pole prostokatnej tablicy wpisano liczbe calkowita dodatnia. W jednym kroku mozemy odjaé
jeden od kazdej liczby w wybranej kolumnie lub podwoi¢ liczby w wybranym rzedzie. Czy mozemy,
wykonujac skonczenie wiele krokéw, uzyskaé tablice ztozona z samych zer?

ZADANIE P35 sgn
Liczby calkowite 2,22, 23, ..., 22012 53 ustawione w pewnym porzadku. Karolina w jednym ruchu zamienia
miejscami wybrane dwie kolejne liczby. Lacznie wykonuje ona n ruchéw, przy czym po ostatnim z nich
porzadek liczb jest zachowany.

Stwierdz, dla ktorych n jest to mozliwe.

ZADANIE P6

Smok ma 100 (liczba uswiecona tradycja) gtow. W jednym ruchu rycerz moze obcia¢ doktadnie 15,17, 20
lub 5 gtow, a smokowi odrasta 24,2, 14 lub 17 gtéw odpowiednio. Smok ginie, jezeli wszystkie jego glowy
zostaja Sciete. Rycerz ginie, jezeli smokowi znudzi sie zabawa w Scinanie gtow. Czy smok moze zginaé?



ZADANIE P7
Na tablicy napisanych jest n liczb 1. W kazdym kroku wybieramy i wycieramy liczby a,b i wpisujemy
liczbe (a + b)/4.

1. Uzasadnij, ze suma odwrotnoéci liczb nie zwieksza sie w danym kroku.

2. Udowodnij, ze po n — 1 krokach pozostanie liczba réwna co najmniej 1/n.

Nadchodzace kétko

(triarii)

ZADANIE T1 PRZYPOMNIENIE
Na ptlaszczyznie wybrano skoiniczenie wiele punktéow tak, ze pole dowolnego tréjkata o wierzchotkach
w wybranych punktach jest nie wieksze niz 1. Uzasadnij, ze wszystkie punkty leza pewnym w trojkacie
o boku 2 (by¢ moze na obwodzie).

Wskazowka: nalezato rozwazyé trajkgt o najwiekszym polu.

ZADANIE T2
Niech A, B beda takimi skoniczonymi zbiorami punktéw na ptaszczyznie, ze kazdy odcinek o konicach w A
zawiera punkt z B i kazdy odcinek o kornicach B zawiera punkt z A. Udowodnié¢, ze wszystkie punkty
z AU B leza na jednej prostej.

Wskazdwka: gdyby nie, powstalyby trdjkaty. Wybierz szczegdlny :)

ZADANIE T3
Sala, w ktorej odbywaja sie zawody Podlaskiego Konkursu Matematycznego ma dwie potowy (i duzo
zdezelowanych pulpitow).

Kazdy z uczestnikow konkursu ma co najwyzej trzech znajomych wsrod pozostalych uczestnikow.
Wykazaé, ze uczestnikéw konkursu mozna rozmiesci¢ w sali tak, aby kazda osoba miala z “swojej” potowie
co najwyzej jednego znajomego.

Wskazowka: jak mozna “poprawicé” ustawienie? Jezeli juz to wiesz, wybierz “najlepsze” i udowodnij, ze
jest dobrze! Jezeli zrobites to zadanie, zastanow sie, ktore z zadan z poprzedniego kétka stosuje praktycznie
ten sam trik, zupetnie inaczej wygledajgc.



